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1 Einfiihrung

1.1  Uberblick

Elementarteilchenphysik = Hochenergiephysik
Grundlage: Quantenfeldtheorie

Teilchen < Anregungszustinde von Quantenfeldern
Zentrale Fragen

1. Welche fundamentale Teilchen (Quantenfelder) gibt es?

2. Welche Wechselwirkungen wirken zwischen ihnen?

3. Welchen Symmetrien unterliegen Teilchen und Wechselwirkungen?

kurze Absténde < hohe Energien « frithe Zeiten nach dem Urknall

1fm

1GeV

1GeV
1GeV

12

he
107%m=———
0, 2GeV
Mittlere Energie aller Teilchen 10™*s nach dem Urknall
1GeV J
als es eine Temperatur von Ch=EA RN TS (= 1071°-=) hatte.
kB kB
1,6-1071°J
1,8-102"kg



Energieskala phy. Relevanz Lingenskala Zeit nach dem
Urknall*
Planck-Skala (Quanten-) Gravitation 107% m <107%5,10%%K
101 GeV
GUT-Skala 10'° GeV? | Vereinheitlichung der | 107%2m 107375, 10 K
Eichwechselwirkungen

1010 GeV — 106 GeV?

Masse rechtshiandiger Neutrinos?
Leptogenese? Baryogenese?

1072 m — 10732 m

107325 — 10725
108 K — 10K

102 GeV — 10* GeV

Mechanismus zur Stabilisierung
der elektroschwachen Skala. Lep-
togenese? Baryogenese?

107®¥m —10"m

107Ms — 10719
10K — 101" K

elektroschwache Skala | Skala der elektroschwachen Sym- | Reichweite  der | 107195, 10 K
102 GeV metriebrechung, Higgs-Physik?, | schwachen =~ WW
Masse von W und Z - Boson 107 % m

hadronische Skala | Confinement der Quarks, Massen | Nukleonradius 107%s, 108 K
200 MeV — 2 GeV der leichten Hadronen (p, n) 107 m —10"1%m

0,05eV — 1eV Massen der Neutrinos 10°m — 100"m | 10°y — 10%y

(irrelevant) 102 —10°K
0 Masse des Photons, des Gluons | Reichweite der el.

und des Gravitons

'Temperatur T = 10K - \ /£

mag. WW und der
Gravitation co




,Landkarte der Quantenfeldtheorie*

1.1.1
Streuung : Wirkungsquerschnitt ¢
Zerfall : Zerfallsrate T
A
Experiment proportional
zu|<f|i>]?
S-Matrix-
Green- berechnet aus Ele;ne.nte
. < | >
Funktionen |
R A
3
g
o Zustande (Kets)
< X entsprechen | i>...
Teilchen - > _ . _
Grundzustand | 0 > hat viele String-Theorie?
a = Vakuum
({\O‘“\e = Zuh . . .
s = unser cuhause Schleifen-Quantengravitation?
e(,_e\@e(\
verletzt
bestimmen spontan . o
Quantenzahlen gebrochene Grand Unified ¢
Theory (GUT) )
/ n
A
H =
Lagrangedichte o :
Supergravitation
=3 -
§c§ vereinheitlicht Supersymmetrie klassische
N . .
9 § Gravitations-
i Erhaltungsgrofen theorie
(ART)

= SIS
75 /23
[OR) [}
e/ £§
ISES
.0
@2'F
§ £
o
99
o 9
N &
T 5 }
Higgs- . | Eich-
99 i Fermionen | —
Bosonen | | bosonen definieren \
Spin=0 | Spin=1/2 | Spin=1
Felder sind Darstellungen der

brechen spontan

innere | &dulere

innere aulere
lokale globale
(Eichsymmetrien)
Symmetrien

(Transformationen bzgl. Lie-Gruppen)




1.2 Konventionen

Natiirliche Einheiten (Planck-Einheiten):

1. ¢=30-102=1 = 1s=3,0-10°m
S

h
2. h:2—:6,6-10_25GeV551 = 1s=1,5-10*GeV ™!
m

hce=1 = 1m=25,1-10"GeV™!
m = Elzghe = Epune = lkg=5,5-10"GeV
3. el. Elementarladung e > 0
% =ax 1371’ — ist Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante = e = 10,30
e ist dimensionslos! Coulomb-Potential eines H-Atoms: V(r) = —6—2

r

Alle physikalischen Einheiten sind Potenzen der Energie. Der Exponent heifit (Massen-) Di-
mension. Man schreibt:

[Lange] = [Zeit] = —1, [Masse] = 1, le] =0
1.2.1 Metrik
1 0 0 O
o o1 0 0
9=9 1o o -1 o = 9™
0o 0 0 -1

1.2.2 Levi-Civita-Tensor

+1 fiir gerade Permutation 012 3
efP? = ¢ —1 fiir ungerade W v op o (1)
0 sonst,
€M =41 = o3 = Gou G G2p Gao €
= goo 911 922 933 g0t
023y
0 1
ab __ _ 12 _
e®” = (_1 0) =10y, dh. e =1 (2)



1.2.3 Summenkonvention

Uber wiederkehrende Indizes wird summiert:
(libi = Z CLZ‘bZ‘
3
Meist:  a,b" = Za“b“
n=0

Bei Vierervektoren laufen griechische Indizes von 0 bis 3 und lateinische von 1 bis 3.

2 Lorentzgruppe und Poincarégruppe

2.1 Lorentzgruppe

kontravariant kovariant

20 0 0

u xt t ,
Trr = x2 = f "L‘“ = g;tl/x =
[L’3

oo O
=
—
=)
—
o OO
VRS
&
N
Il
/|\
HLN
~__

Skalarprodukt: z - y = 24" = 2"g,,y" = 2%y’ — T 7, g = 9" g, =6
Die linearen Transformationen

/
x'*

= A* 2" (3)

mit vyt = .y fiir alle z,y (4)
bilden die Lorentzgruppe £ = O(1,3) = O(3,1) und (3) heit Lorentz-Transformation.

4) = g=A'gA (5)
= detA = +1 (6)

Lorentz-Transformationen aus
1 £l ={A e L:detA=+1,A0° > 41} heiBen eigentlich orthochron.
2. Ei ={A e L:det A =+1,Ag" < —1} heilen eigentlich nicht-orthochron.
3. L1 ={A € L:detA=—1,Ap ° > +1} heiBen uneigentlich orthochron.

4. L ={A e L:det A= —1,A¢ % < —1} heiBen uneigentlich nicht-orthochron.

c=cluctucluch



2.1.1 Raum-— und Zeitspiegelung

1 0 0 0
o -1 0 o R
P=|. o 4 ol £l=rc (7)
0 0 0 -1
-1 0 0 0
o +1 0 o L
T= 0 0 41 o€ Lo =TLL (8)
0 0 0 +1
ct =prc!
£l und
L, =LluLt =50(3,1) =50(1,3) (9)

sind Untergruppen von L. (Ebenso EL UL und EL uch .) SO steht fiir ,,spezielle orthogonale

Gruppe“ und (1,3) gibt die Signatur der Metrik an. Naturgesetze sind invariant unter El
(,,Jorentzinvariant“).

2.1.2 Rotationen

El enthilt Rotationen:

10 0 0
5 0
0
mit Achse % und Winkel ¢ = |7
¥
o gy Pip; sin ¢
R(B)y = (pgj + (%’ ~ )COSSD — T, Gk (11)

Ein reiner (d.h. ohne Rotation) Boost in ein sich mit Relativgeschwindigkeit ¢ bewegendes
Bezugssystem ist:

—

u

cosh u ——sinhu (12
_Ysinhu 15,5+ ¢ g (coshu — 1)
u u
mit der Rapiditit u = arctanh |[¢] und @ = u|vj| Fiir @y 17 g ist A(@y,0)A(ds,0) =
U
A(ty + 1, 0).
Generatoren J; und K; (j,k =1,2,3):
AO@) = expligJ) (132)
mit [Jk]lm = _igklm und [Jk]ou = [Jk]uo =0
= [y, = —forn (13Db)

9



([Jx);,, hieB w® ;. in der QM-II-Vorlesung.)
A(if, 0) = exp(iii - k) mit [Kj],, = 6300} + 160,03, also:

2.1.3 Lie-Algebra

[']k7 Jl]
[Kj7 Kn])\g -
(14)
3o
Jm>1
= [Kj7 Kn] -

Ebenso: [k, K] =

Dramatische Vereinfachung:

[N NG =

J

Ebenso: [N NP =
[]V;_>]\2;] -

0 1 0
K, = i|1 0 (14)
0 0

Jp = Jiund K; = - K]

i€kimJm (Drehimpulsalgebra) (15)
(K] HSnl o = [Snl G

i [(6300 + 00u035) (6,00m0 + G000m) — (1 )]

i [(5A05j05na + 5,\j5na + 5/\05005jn + 50n5005>\j) - (” — J)]

ZQ [(5)\3'5“5 + (SAO(SUO(Sjn) - (77, — j)]
1% [63j0no — Onajo] da 0x00,00;, symmetrisch. bzgl. n « j ist,
(13b)

1% €k Eokre = —1 Ejmk [Jk]ro
—iéjnka (16)
isklme (17)
+ 1 ;
N = 3 (J; +1iK;) (18a)
_ 1 :
Ny = 5 (] —iK) (18b)
Nt = Nfund N;T =N (18c¢)
1 , :
Z{[J] Jk]+Z[Kj,Jk]—Z[Jj,Kk]—i‘[Kj,Kk]}
1 .
Z [5jk;l=]l + 5jk:lKl - 5jk:lKl — 5jkl<]l] =0 mit (15) - (17), (19&)
igjklNl+ (19b)

isjklNl_ (190)

1. Die Lie-Algebren N ]+ und NN, entkoppeln.

2. (19) ist die Lie-Algebra von SU(2).

10



Jedes A € EL lasst sich schreiben als

A = exp(i@ - N*) exp(ia@* - N) = @@(x@~ﬁ++xr-ﬁfﬁ (20)
wegen [07- Nt & - ]\7’} =0
(SU(4) =~ SU(2) ® SU(2), aber L] ist einfach.)
Mit (19) kénnen wir die Darstellungstheorie von £! aus der von SU(2) gewinnen.
= Spin-Quantenzahlen s = 0,1/2,1, ...
Sind D*'(d) und D*?(d) zwei Darstellungen der SU(2), so ist (nun mit komplexem «)
DEv)(F) = D*(&) ® D™ (a*)
eine Darstellung von EL.
a=@reell = @ -Nt4+a N =g-J
Drehung A (0, &)
a = —iu imagindr = a-Nt+a& N =a-K
Boost A (,0)
Paritét: S L
P: J—J (Axialvektor)
K — -K (polarer Vektor)
also: P: N* - NT
Ds1s2) . pls2,s1)

= Darstellungen mit s; # sy verletzen die Paritét.

Casimir-Operatoren:
Casimir-Operatoren vertauschen mit allen Darstellungsoperatoren Jj, K;:

1 — - — — —
SU(2) : (N*)? = Z(ﬁ ~K>+iJ K +iK -J)
mit Eigenwerten s;(s; + 1) und sy(sy + 1) in der Darstellung D1*2) bzw.

—

— — ]_
N“+N”:§P—Kﬂ (21)
mit Eigenwert s; (s; +1) + 52 (s2 + 1) und

—

N“—N”z%fﬁ+ﬁ-3 (22)

mit Eigenwert s1 (s; + 1) — s9 (52 + 1).

11



2.1.4 Darstellungen und Feldgleichungen
D09  gskalar:

D(51782)(Nj+) = D(81782)(Nf) =0
komplexes Klein-Gordon-Feld ¢(x) :

Op +m?p = 8,0"¢0 + m*p =0 (23)

D©1/2):  rechtshiandiger Spinor &,:

DWﬁzg}@{l%m=%
D(N;) =% D(K;) = i%
A, ) = exp(i@ - J +iii - K) (24)
wird abgebildet auf
DOIAEP) = o (17~ DF ) € SLERC) (25)

= {MeC”  :detM =1}
und fiir 2’# = A* 2" ist

& () = DOVA(N), P& (x) (26)

a

ein ,,SL(2, C)-2-Spinorfeld “ (Beispiel: Masseloses Anti-Neutrino)

D(/20); linkshéndiger (gepunkteter) Spinor 7 (@ wird nie mit einem ungepunkteten Index a
kontrahiert!):

%&%z%}@{ D(Jx) = 5

(24) wird abgebildet auf
DO @) = ((i5+ 05 ) (27)
und fiir 2’# = A* 2" ist

Wi(a’) = DY (A () (28)

ein ,,SL(2, C)-2*-Spinorfeld “
Der antisymmetrische Tensor 2. Stufe,

- 0 1
6’8220'2: (_1 0)

12



ist invariant unter SL(2, C)-Transformationen:

e=M"eM fir M € SL(2,C) (29)

(Vergleiche mit (5) fiir metrischen Tensor g)
Beweis von (29):

M e C**2 .
1 m —-m
Mol o= 22 12
det M (—m21 miy
1
— MT T
det ]\4(€ c

Fir det M =1: = 1=MeM'e'
= c=MeM'e'e = (29)

(29) bedeutet, dass (mit M = DOY2(A(iZ, §))):

CITgfl — CTMTgMé (2) CTé\g (30)
¢Te€ ist also ein bzgl. EL Lorentz-invariantes antisymmetisches (= symplektisches) Produkt:
(Te€ = —€TeC. Dies gilt ebenso fiir gepunktete Spinoren. Analog zur definierenden Darstellung

von £ konnen wir also das Heben und Senken von Indizes definieren:

g = e%g, (31a)
nt = eabnb mit ¥ = £ = <_01 (1)) (31b)
Das invariante Produkt (30) wird dann zu

Cng = Cagabgb = Caga (32)

Auch die Indizes von £* kann man senken:

Eed = Ecat®epy ist antisymmetisch
mit £y = £2,6"ep = £216 %69
= 1= 812621 = 2= —€12
1 . ab _ db _ 0 1 _ _ 3
also @ e =eT=(_) )= —Ea= ey (33)
d: be 2 c __ 60 _ 10 34
und: g4 = —[5]a =40, =+ 01 (34)

Rechte Indizes von % miissen durch Summation iiber linke Indizes gesenkt werden, sonst gibe
es Widerspriiche zu ¢® = —&%. Dies ist eine hiufige Quelle von Vorzeichenfehlern, z.B. im
[Kugo].

13



Probe:

EacEeah = Eap = —Cba = —€44€"Cca = —(—Eap) (—“) (—€4e) = +Eact e
1.
¢ =

= €ca<a == 8ca€ab<b == +5c be == +Cc

= Cc = +5caCa
9,

a (35) a
CTg = C fa — C (+€ab€b)
- 5abCa£b

—4a(E" = —GE" el (32)
Merkregel: ,,+” fiir ,links oben, rechts unten”

Komplexe Konjugation: n*; := (n*)s = (1.)*
Gepunkteter Index, weil

—

g

[\

= gexp ((295+ u) )6177* da e~ (—0})e = o;

(.

D/20)(A)

n/*a _ 6@6 [D(1/2,0)(A)h c'gécm*d'

77/*5 _ [D(l/Z’O)(A)L-) én* c

Pauli-Matrizen

mit den iiblichen Pauli-Matrizen o, i = 1,2, 3.

af
= t1(0,0") =20, (0,)ap(0") = 2638]

= (0")ap = €a4(0") 055 = — (%)

Weyl-Gleichung

(0")a50,1” = 0 (linkshiindig)
P !
(6")*9,ms = 0 (rechtshindig)

14
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(37)

(38a)
(38Db)

(41a)

(41D)



D1/21/2), Va ;5 Lorentztranformation:

V' = DOYA(A)V DOV (A

V. — D(O’l/Q)'y aVaBD(O,l/Q)*B ;

GUA, # = DO/iGupO1/2)

1

Also: V# = 56“’6“\7&5:

transformiert sich wie ein Vierervektor:

i _ 1
2
1

= V”

= (1/2,1/2) ist die definierende Darstellung von

Vermoge ¢ = x,0* kann man jeden Vierervektor als 2 x 2 - Matrix schreiben.
= Das gibt die Moglichkeit, Vektorfelder an Spinoren zu koppeln.

ch.

1
—tr
2

D01/2gpD0/20); ist reduzible, P-invariante Darstellung:

Y= (fz) Dirac-Spinor in chiraler Basis
Ui

(Die chirale Basis wird auch Weyl-Basis genannt.)

Lorentz-invariante Feldgleichung:

i —m]¢ =0

mit J = 9,7* und

in der chiralen Basis.
z.B.

0
0 _
Yen = (]—2><2

D.h. (45) sind gekoppelte Gleichungen fiir £, 7.

15

12x2

0

)

(a"V)

(077" = %tr (5# D027 pov21)

= L (povargnpoim ) = Lo () a, 0

(44)

(45)

(46)



Yo = WYY

Chirale Dirac-Spinoren:

1= Py — 1+

2 2
sind wegen 2 = 1 Projektoren (P} = P, und P3 = Pg). Ein Dirac-Spinor ¢, mit Prir, = 0
heifit linkshéndig ( Pryr = 0 = g heiBt rechtshindig).
Jeder Dirac-Spinor kann als 1) = ¥, +1 g geschrieben werden. Mit (47) sieht man in der chiralen
Basis

P, =

_ _ (1 0\ _ €a
O L )
linkshandiger —~

rechtshéndiger

Dirac-Spinor )
Weyl-Spinor

analog : Yr= (UOﬂ)

D9 und DO®Y: antisymmetrischer Tensor F** (6 reelle Komponenten) — dualer Tensor
FaB — oot p,

( — siehe [Sterman)])

A R .
Tensoren FT* mit F F~ heiBen S.elet dual
= = — 7w anti-selbst-dual

} und haben jeweils 3 Kom-

(0,1)
D10)
F~"_ so findet man, dass sich F* wie DOV @ D19 transformiert.

ponenten. Sie transformieren sich wie } (dim DY = 3). Zerlegt man F* = F+m 4

2.2 Poincaré-Gruppe P
P enthélt £ und die Translationsgruppe 7 :

T = {a" > =2"+d": a" eR} (48a)
P = {at - =A",2" + a": N, €L, eR} (48b)

Bemerkung: P # L ® 7, denn zwei Poincaré-Transformationen mit (A1, a;) und (Ag, az) mul-

tiplizieren sich zur Transformation mit (AgAj, Asa; + a2), und P ist damit ein semidirektes
Produkt von £ und 7 (siehe [8]).

16



Generatoren der Translation:

P, = —id, (49)
denn: f(2') = f(z + a) = exp(ia”P,) f(x) (Taylor-Reihe).

Lorentztransformationen kann man als

A = exp (toy, M") (50a)
schreiben mit 6 Parametern o, = —a,,, und antisymmetrischen Generatoren M*” = —M"*
1
Jj = §€jklel = Mkl = €kln']n (50b)
Kj = MOj j, k,l > 1 (50C)
Lie-Algebra der Poincaré-Gruppe
[P,P)] = 0 (51a)
[Jj, Pk] = igjklpl (51C)
[Kj, Pk] = _iPO(;jk (516)

Hierbei ist pu,v =0,1,2,3 und j,k,1 = 1,2, 3.

2.3 Casimir-Operatoren

1. B,P*
2.B. [K;, P,P"] = [K;, P2 — [K;, Py Po) @ —2iP; Py + 2i6,, Py Py = 0

2. Mit dem Pauli-Lubanski-(Axial-) Vektor
1
W = S P, M,, (52)

ist W, W# ein Casimir-Operator (ohne Beweis).

Wo = e (=P M 2 3¢ (= Py)ekimdn = =Py J; = =P J (53)
1 . 1 . .

Wi = 58" P,Myy =5 (=¥ PyM, + 7" P, M, )
(50) 1

= —POJj + §€jnoapn(Moa — M, ) = _POJj + €jnsPnKs
W = —PJ+PxK (54)

17



Im Ruhesystem eines massiven Teilchens (KG) mit p* = (m,0,0,0) " ist

—. —

WHh = —mJ (55)

(d.h. W misst den Drehimpuls im Ruhesystem, also den Spin S ). Darstellungstheorie von
P (E. Wigner): Zustande (= Teilchen) kénnen mit den Eigenwerten von P, P* und W, W*
gekennzeichnet werden. Dabei sind 4 Falle moglich:

(a)

(c)
(d)

P,P? = m? > ( massives Teilchen

w,we E —m2g?

FEigenwerte:

W,W? = —m?s(s + 1) mit s = 0,1/2,1,... ist Poincaré-invariant, also in jedem
Bezugssystem richtig. Massive Teilchen mit Spin s haben (2s 4 1) Polarisationsfrei-
heitsgrade.

P,PP = m? = 0 masseloses Teilchen
und W,W* = 0. Aus (52) folgt P,IW* = 0. Damit muss W* proportional zu P* sein:
WH = AP*. X heifit Helizitdt und kann nur die Werte A\ = +s annehmen, wobei
s =0,1/2,1,... der Spin der Darstellung ist.

= Masselose Teilchen mit s # 0 haben nur zwei Polarisationsfreiheitsgrade.

P,P? =0 und Spin s ist reelle Zahl.
W,W# <0, kommt in der Natur nicht vor.

P,P? < 0 Tachyonen
... gibt’s anscheinend nicht.

(Siehe [Ramond].)

3 Lagrangeformalismus der Felder

3.1 Bewegungsgleichungen

Mechanik:

e System mit Koordinaten (Freiheitsgrade) o1, ..., ¢oNn

e Lagrange-Funktion L(p;, ¢;); @i = o(x;)

Man betrachtet nun eine Kette aus gekoppelten, harmonischen Oszillatoren:

. L. 1 (pit1 —901')2

L iy Pi) = Qi — S ——
(pi, 1) = 5¢ip Y e
N—————

Kopplung an den nichsten Nachbarn

mit Masse 1 und Federkonstanten (z;,; —z;)~2. Fiihrt man nun einen Grenziibergang zu einem
kontinuierlichen Spektrum durch, so erhélt man:

18



pi(t) = ¢t z:) — o(t,z)
Pit1 — i 3_90
Tiy1 — T ox

r(, 00 09\ _ 1[0\ 1 (0p\*
Yot or) T 2 o 2\ oz

1 1 1
L. 0up) = 5 (o)” — 5 (vy) = SO0

Dieser Ausdruck ist Lorentz-invariant!
Wir addieren einen weiteren Lorentz-invarianten, bilinearen Term:

Lagrangedichte:

In 3 + 1 Dimensionen:

m? 1 2

1
L (0, 0up) = 50u90"p = 7<p2 = 5((%0)2 — @ (56)

kinetischer Term Massenterm

Dies ist die Lagrangedichte eines freien, reellen Klein-Gordon-Feldes (Skalarfeld).

Wirkung:
S = / d*zL

mit dem Lorentz-invarianten Volumenelement d*z = daz®dx'dz?da?.

Dimension: [S] = [A] =0, [d*2] = -4 = [£] =4, [0,) =1, [¢] =1 = [m] =1.

Wie in der Mechanik folgen aus dem Prinzip der extremalen Wirkung % = 0 die Euler-
Lagrange-Gleichungen.

oL oL
ST~ 5 = 67)
I 0up) O
Fiir das reelle Skalarfeld (56):
oc hy % S
0(0up) ’ Op
(57) M 2
= 0,0 +mp =10 (58)
erhélt man also das die Klein-Gordon-Gleichung fiir reelles ¢ mit Masse m.
Zwei reelle Skalarfelder mit gleicher Masse m:
1 1 m?
L (i Oupi) = 5(0u1)” + 5(Oup2)” = (91 + #3) (59)

D Ormdp=0, i=1,2
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(59) hat SO(2)-Symmetrie:
pr\ _, ( cos 0 sinf@\ [y
V2 —sinf cos® V9

90:%\4;%@ }:>{ 9012901/45/)

Damit erhélt man die Lagrangedichte:

Komplexes Skalarfeld:

L(p,0up) = 0,9 "0 —m®|p| (60)
= |9up]? — m®|p|?

Im Gegensatz zu Gleichung (55) fehlt hier der Faktor 3! Formal behandelt man in (57) ¢ und
©* wie unabhéngige Felder:

OL (60 " oc o
Vo -

(i? O+m*)p=0

und erhilt die Klein-Gordon-Gleichung fiir ein komplexes Skalarfeld.
(60) hat nun eine U(1) (~ SO(2))-Symmetrie:

¢ — pexp(if) (61)

Symmetrien unter Transformationen der Raum-Zeit-Koordinaten z* heiflen &uflere Symme-
trien (Beispiel: Poincaré-Transformationen). Symmetrietransformationen, bei denen die Felder
©, nicht jedoch x* transformiert werden, vermitteln innere Symmetrien.

(Beispiel: U(1)-Symmetrie in (61), Ladungskonjugation C)

Die Wirkung &ndert sich nicht, wenn man zu £ eine totale Ableitung addiert.

L—L = L40,Y"[p, 0,
S = S+ / d*z0,Y " [, 0,¢]

mit dem Oberflichenelement do,

_ p
= S+ %daMY [, Op] einer 3-dim Hyperflache

o
= S

da man nur Felder zulésst, bei denen ¢ und 0, fiir * — 400 hinreichend schnell verschwinden,
so dass §, do,Y*[p,d,p] = 0.

L muss reell sein, damit Energie und Impuls reell sind.

Definiere:
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<« <—
¥1 3u Yo = 9018;#72 - 8013#72 = 9018;#72 - (au%)%
Lagrangedichte des Weyl-Feldes &, ohne Masse

i = 30 BE = 5 [€10"0,6 ~ (0,77 ©)

Anwendung der Euler-Lagrange-Gleichung ergibt (£ und ¢ unabhingig behandeln!):

oL oL 1 v
b3 e 3u(—§0’“5) —50"0u8

0 = d"9,§ (Weyl-Gleichung)

0 =

Ebenso fiir n%:
Ly" = gn'e"oum (63)
Massen-Term:

Ln = — (anTen—mznTsn*) (64a)

Ly = —= (mp€le€” —mpg <) (64D)

N — DN —

Nun ist n'en = ndedﬁ-nﬁ = nln? — n’n'. Das wiire = 0 fiir eine klassische Theorie.
Spin—% = Anti-kommutierende Feldoperatoren

n'n®* = —n*n' = n'en=2n"n> #0
Wegen (n'en)t = nfefn* = —nfen® ist (64) hermitesch. Die Terme in (64) heien Majorana-
Massenterme.
Lh = —m&hny —m*n'e (65)
heifit Dirac-Massen-Term.

. [exp(—if)¢ . : . '
Mit ¢ = (exp(+i9)77 , wobei m = |m| exp(2i6), wird (65) zu:

L U (66)

wobei 1 = ¢y? und 40 = 49, = <(1] (1]) in der chiralen Basis der Dirac-Algebra. (62) und (63)

werden zu:
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. , , 7 ——>
chr = oy = LT (67)
mit J = 9,7* und
w_ o (0 o
=% = s g (68)

D.h. aus (66) und (67) findet man die Lagrangedichte des freien Dirac-Feldes:

£o =0 (57 ~m)v=—3 5T + 500 - miv

2
:au'lz}')’“w
Euler-Lagrange-Gleichung;:
oL oL l l
O - a —_— Y — = = ——a K — = +
= 0= (ig —m)y (Dirac-Gleichung) (69)

Mit der Ableitung nach ¢ findet man die adjungierte Gleichung:

0:&@3+m)
Meistens notiert man kiirzer:
Lh=Lots Qun"s =36g-m)y (70)
—— —_——
totale Ableitung nicht hermitesch
oL, oL, )
— — — = (1d —m)y

Generell kann £ = £1 zu £ = LT+ totale Ableitung abgeschwiicht werden.
Aus der QM II-Vorlesung ist die Dirac-Gleichung in der Dirac-Basis bekannt.

v = U'Yfthil

mit U = L 12><2 12><2 UfleT
\/§ _12><2 12><2 ’

Ein Feld, dass sich unter der Poincaré-Transformation z# — 2/ = A* ,a¥ + a wie V'*(2') =
A* V¥ (z) transformiert, heift Vektorfeld. Mit dem Feldstérketensor F,, = 0,U, — 0,U, des
freienVektorfelds ist die Lagrangedichte

1 2
L:—f%FW+%4uW (71)

Ist m # 0, so spricht man von einem Proca-Feld.
Beispiele:
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e fiir m = 0: Photonen, Gluonen

e fiir m # 0: W*,Z-Bosonen, p Meson

2

L= @U@ T") + S @,U,)(@U") + U0 (72)

Euler-Lagrange-Gleichung;:
Betrachte Beitrége (u,v) = (o, §) und (u, v) = (5, «) in (72) und schreibe U,U* = U,¢"*U,:

oc  oc

0= %50, a0,
On (—0°UP + 0°U°) — m2U° (73)
= (Og¢" — 0,0° — m*¢”*) U* (Proca-Gleichung) (74)

Betrachte: m = 0 und Kopplung an Stromdichte j*, Photonfeld A*:

1
L= Fu " = j, A"

Euler-Lagrange-Gleichung;:

0(0°A7 — 07 A%) = j° (75)
(;g) _ 9(uAr)
8AP

Man findet also die Maxwellgleichungen 0, F % = j°.

3.2 Noether-Theorem
Betrachte £ = L(p,0,¢p); ¢ ist ein Feld (¢ skalar oder ¢ = ¢; oder ¢ = A" oder ein Mul-

tiplett von Feldern ¢ = (901 gpn)) und infinitesimale Transformationen beziiglich einer
Lie-Gruppe
zt — 't = ot + da! (76)
mit
St = XHow" (77)

Dabei sind die dw® die Parameter der Transformation (z.B. Eulerwinkel).

Beispiel: Drehung um 04

7 =7+ iow* .7

damit hat man: X2 = 0, X} =i(Ju@)/, j=1,2,3.
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mit dop() = ¢'(x) — p(2)

oL

p(r) — ¢'(2") = p(z) + dp(z)

(Skalar: ¢'(z') = @(x) = dp(z) = 0, Vektor: p*(z') = A" " (z), usw.)
Da ¢ Darstellung der Liegruppe ist,

Sp(z) = ®p(z)ow”

ﬁ\

—
&\

~
|

o' (x + ox)
@' (x) + 02" 0y

= () + dop(x) + 02”0,

= L), dug' ()] = L]p(x), Oup(x))
oL oL

= —0xr'+ —dp+

OxH 0

¥

oL
— 0"}
(0, 0)

=001 ¢

oL

Ist ¢ eine Losung der Euler-Lagrange-Gleichung, so ist % = 8#6.(6—;&) und (82) wird zu

Wirkung:

oL

o
oxH
oL

oxH

51’“ + 8“ (8(27[’
o

) 50@)

Xt (z)owk + 0, [

oL

3(3%0)

24
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S = /d4x£’(<p’, )
s = S -8
_ / S(d'z)L + / FonYe (84)
Ip
det (gﬁy )
= |det (6 + 9, X[ ow")| d*z
= (1+9,X}owk)d"z,
denn det(1 +¢) =1 +tre + O(?),
§(d*z) = 0,X}owk (85)
PR / A2 (L0, XV 50 + 5L)

Ay = d*x

® [ aoa, [extas+ s - Qoo o (89
"

Ist dw* unabhiingig von z, so spricht man von globalen Transformationen. Das Integrations-
Volumen in § = fv d*xL ist bisher unspezifiziert. Wir wihlen V beliebig. Ist nun S invariant,
also 25 = 0, so folgt aus (86), dass

oL

Je = —LX} + X700 — Pi(2)) (87)
T g
ein erhaltener Strom ist (Noether-Theorem):

gl =0 (88a)

Ji heifit Noether-Strom. Mit (88a) ist die Ladung

Qilx) = / B0, 7) (88b)

Qi) = /di’ﬁao jo 6 /dew: _]{ 457 —
0]

fiir ; = 0 im Unendlichen.
Der erhaltene Noether-Strom ist nicht eindeutig, z.B. kann man einen Strom j,/c“ addieren,
dessen Divergenz verschwindet:

konstant:

0.3 =0

(z.B. j* = 0T, mit T, = —T,,)
Verallgemeinerung von (87) auf den Fall mehrerer Felder ¢ in L:
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oL

= —LXI
k k a(au(pa)

(X50,9" — O (x))

Beispiel: Reelles KG-Feld
2

L= 50u0)(0"0) ~ 55 ~ V() (59)

dabei ist V(i) eine beliebige Funktion (z.B. V(¢) = 4¢%)
= BGL ist nicht mehr linear in ¢ = Selbstwechselwirkung
L ist invariant unter Transformationen

¥ - a¥ 4 & (90)
Swk
also X! (x) @ o (91)

¢ ist ein Skalarfeld dp(x) =0 @) ,(x) =0.

oL
3(%0)

Den erhaltenen Strom bezeichnet man im Fall der Translationen (90) mit 7, es ist der Energie-
Impuls-Tensor.

(89) = =0y (92a)

oL
Oy 92b
a(au@) i ( )

B N R 0
—~— =~

T s
(91) (92)

2
1 2 M~ o

89
7 & 900, — 5 (5(@90) 5 V(s@)) (93)

Damit hat man die erhaltene Ladung, den Viererimpuls:

P, - / BFTO (94)

Fourierdarstellung des Feldes:

Dies ist
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e unabhéngig von x
e cine Superposition der einzelenen Impulse p, der Fourierkomponenten.
Aus (92b) findet man

oL
0 —t— P—
TO = E—i‘ a(aogo)ﬁocp

Ein Vergleich mit der klassischen Mechanik

szpiqz‘—[zzzg—gdi—lz
)\ (2

= Ty ist Hamilton-Dichte!
kanonische(r) Feldimpuls(dichte)

_ 9L @

m(@) =55 = $x), wobel & = o

Es ist 79 ®) m(z)p(z) — L(x).
Der Hamilton-Operator (= Energie) ist gegeben durch:

(94)

H = pY / BT — / BF(r(2)p — L(2))
(5550) / &7 (%@2 + (Vo)* +m¢) + V(so))

und der Impuls ist:

Pl =— / d*T 05

P = —/dgfgbﬁcp = —/dgf m(z)Ve
—_——

Impulsdichte

Néchste Anwendung des Noether-Theorems:
Infitesimale Drehungen

67 = 0wt Iz, 0z’ =0
X, = i[J,d), Xp=0, jk=1,273
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. oL - oL - .
(88) = jp = —a—¢(3jw)Xi Z—F(Vso)Tlex
(92)

= — (Vo) i, 7 (99)

Wir definieren mit (98) die Impulsdichte p(z) = —pV, so dass P = [ d*% p(x),s0 wird (99)
zu

——
=E€kmn (13)

= EkmnPmTn = (ﬁX f)k

D.h. —j} ist eine Drehimpulsdichte. Erhaltene Ladung (88b) ist der Drehimpuls:

L = - [ @
L = /d?’f(fxp') (100)

Anwendung des Noether-Theorems auf eine innere Symmetrie:
Komplexes KG-Feld, siehe (60), nun mit Selbstwechselwirkung

L = 90" —mlpl* — V(|¢l) (101)

Diese weist eine U(1)-Symmetrie auf:

v — pexp(idd) = p + iddy

izt = 0=X'=0
dp =0V @) (dp\
dp* = —idvp* } = (5@*) = DoV

mit & = (_ilfo*) = (2;) (102)

oL oL
= P - 2 103
3(%0) 5(@9@*) (103)

(100)(102) ., : .
= —i(0"0")p +i(0"p)p

Der Noether-Strom (88) lautet:

mit der erhaltenen Ladung
o= [@ap =i [@aee- o)
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z.B. elektrische Ladung.
U(1)-Symmetrie der Dirac-Theorie

b —exp(if)y, Y — exp(—if)y

L =9(id —mpy + e p)
(mit der Kopplung an das elektromagnetische Feld A)
® ist wie in (102):

o = (_Miz ) Spinor-Index a = 1,2, 3,4
(103) wird zu

oL oL -
J ko= - i¢a + - Z.qu)a
00" " OB
= —ipytiY =y (104)
U(1)-Stromdichte des Dirac-Feldes. B
Ist z.B. ¥ das Elektronenfeld, so ist ej* = eyy*1 die elektromagnetische Stromdichte.

@=c [ @i =c [ @5itv—c [@zity

ist die erhaltene elektrische Gesamtladung. ev)f1) ist also die Ladungsdichte.

4 Kanonische Feldquantisierung

Klassische Feldtheorie Quantenfeldtheorie
Feld ¢(z) € R" oder C* — (Feld-)Quantisierung —  Feldoperator ¢(z) auf
einem Hilbertraum
,zweite Quantisierung
(Manchmal scheibt man auch ¢ fiir den Feldoperator.)

4.1 Reelles Klein-Gordon-Feld

Analog zu harmonischen Oszillatoren der Quantenmechanik:

(D), (@) yomo = 6@ (F—F)1 (105)

[6(@), p(@)]jopo = [m(2), m(2")]] 000 =0 (106)
¢(z): Operator zur Amplitude eines harmonischen Oszillators, der am Raum-Punkt 7 ange-
bracht ist.

Operatoren sind zeitabhéngig (zo-abhéngig)
= Heisenbergbild bzw. (fiir wechselwirkende Theorien) Wechselwirkungsbild.
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In der Quantenmechanik wurde der Fall betrachtet, dass die Amplitude des Oszillators der Ort
eines Punktteilchens war, d.h. ¢, w entsprachen Orts- und Impulsoperator. Diese Interpretation
ist in der relativistischen Quantenmechanik nicht moglich, da es keinen Ortsoperator gibt (wg.
der Nichterhaltung der Teilchenzahl).

Fouriertransformation:

ok, t) = / d*Z exp(ik 7)o (z) (107)
#(Rt) = / 7 exp(if ) (x) (108)
¢ und 7 sind Felder im 3-er Impulsraum.
Inverse:
bz) = / %exp(—iéf)&(/;’,t) (109a)
r(r) = / (;Z:; exp(—ik 7)7(F, 1) (109D)
Denn:
[ & ikt " [ i I PE expl(if ) xpli 2)(a5,7) = o(2)

Zeitabhingigkeit von qg(l;, t) fiir das freie KG-Feld: KG-Gleichung:

0 = @O+m’e {w—VQij]d)(x)
Bk [0 I
(1 / on)? {@ ~ Vit mQ] exp(—ik @)o(k, t)
2 -
= [@ + k2 + mQ] o(k,t) =0 (110a)
Also :  ¢(k,t) = ¢(k,0) cos(Ext) + d)(g 0) sin(Eyt) (110Db)
k

mit £, = Vk2+ m?2

Definiere:

a(kt) = 21Ek; [Ekgf;(lz,t)Jri%(E,t)] (111a)
at (k1) = \/JE[E,C&(EJ)—@%(E,:&)} (111b)



ot { komplexe klassische Felder }

} Konjugation fiir {

hermitesche Feldoperatoren
ag) | ¢t (kt) = [ d*Fexp(—ik )p(x) = ¢(—k,1)
¢ reell = { ) = n(—F 1) } (112)
. 1 - -
= At (—k,t) = oo [Ekd)(k,t)—m(k,t)] (113)
Mit (113) finden wir aus (111):
3E) = —alfon) + a*(for) (114a)
~/7 o 1 + g i g
w0 = (o) = alfon) (114)

und mit (109):

o(z) = /(d k exp(—i f)a(/;,t)—l—/(gﬂljg eXp(;;if)aJr(—l;,t)

-

~
substitution k——k

_ / (%3 ;Ek (exp(—ik D)a(E, t) + exp(ik #)a* (¥, 1) (115)
or s
W(I) = 8(91)(95)) = ¢($> = W(k7t) = d)(k?t)
%(110) = {5—; + R+ mﬂ 7(k,t) =0

(sieht man auch aus 0 = (O + m?)¢(z) mit (113))
Losung:

) = apexp(—iEyt), ap = a(k,0)
) = al exp(+iExt)

(115) =  o¢(x) = / (;lﬂl; 21Ek (aj exp(—ikz) + al exp(ikz)) . (116)
und m(x) = —i/ (;lwl; % (ap exp(—ikz) — ag exp(ikz)) o, (117)
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Bemerkung: Wie ist ein Integral iiber einen Operator definiert?
Beispiel: In (117) ist w(z) der Operator, dessen Matrixelemente (f |7 (x)| i) durch

—z/%\/? (f lagl i) exp(—ike) — { f laf| i) exp(ikr)

gegeben ist. ({f |az| ) ist eine ,normale, komplexe Funktion von k). Mit (111) und (109)
kénnen wir [az, ag] aus (105) und (106) berechnen.

KO=Ej

lag,at] = QLE]C[Ek.g?)(lz,O)+iﬁ(E,O),Ek/95+(E’,O)—iﬁ*(E’,O)}

1 . .
— 2\/ﬁ/d?’az’exp(ik;f)/al?’gjexp(—ik;’ y)ik [n(Z, O)j,qb(gj’, 0)]

—~i6®) (F-7)

/d3x exp(—ik x)/d?’yexp(zk: y)iE[¢(y,0

2\/Ek.Ek,

Ebenso findet man (nun wegen eines relativen ,,—“-Zeichens zwischen den Termen):

lag. ag] = lag,a}] =0 (120)

Hamilton-Operator
1 -
H = /d?’f'l(? 0 /d?’f' |:§(7T2 + (Vo)? +m?¢*) + V(¢)

H ist zeitunabhéngig wegen des Noether-Theorems.
= wihle im folgenden ¢t = ¢’ in den Feldern ¢ und 7 rechts.

o H) = [ET50 P r@e o+ bl (Fol) ) (120
(@) [¢(x),m ()] +[¢(z), 7 (2")]m(2")
6la), (F6()] = [6(a), 0100001000 s
— 6. 00()0,0(') + 0,0(a)i0(a'). 0,0(')

)
= 5 =[8(2),0())] = [9(x), (V9)*] =0
%,_/

i

(121) = [p(z), H] = / Bir(t, 7)o (& — 7 = in(t, T) = ip(x) (122)

32



Dies ist die Heisenbergsche Bewegungsgleichung fiir ¢!

(o) H) = [ @73 [[r(@), o) T + o)) + (x(@) VioD) (23

part. Int.: j'(V‘:i)P:— JoV3o

Fir V(¢) =), cnd™: Wegen

7, 0" = dlm, 0"+ [r.0] "7

findet man durch vollstdndige Induktion:
r(a), ")) = —ngm M (@)i6® (7 — T, also
@ VO] = Y ealrla), o)) = ~ib®(@ - )5 ()

(123) = [x(z), H] = / i (—¢5<3> (Z— ) (=V2+m?)o(z') — i0® (& — f’)a—v(x’))

¢
= (=T () - i (124)
Aus (122) und (124) findet man:
o) 2 —ilooH) = il H] "2 (V2 =)o) - (125)
= (D+m2)¢+g—‘; =0 (126)
o a"%ﬁ@ - ‘;_g 0

fir £ = 1(8,0)? — = ¢* — V(¢) (89), der Lagrangedichte des wechselwirkenden, reellen KG-
Feldes.

AuBerdem: (124) = [r(z), H] = id(z) = in(x)
D.h die Zeitentwicklung der Quantentheorie die durch die Heisenbergsche Bewegungsgleichung
fiir die Feldoperatoren ¢ und 7 gegeben ist, reproduziert in (126) das Ergebnis der Euler-
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Lagrange-Gleichung. = Konsistenztest, dass kanonische Quantisierung Sinn macht.

Logik:

Klassische Feldtheorie Quantenfeldtheorie

Vertauschungs-

gb, /[ — relationen
(105),(106)

¢, T

Noether-Theorem

Euler-Lagrange-

Gleich 1
elehune Hamilton- (105);(106) Hamilton-
Funktion H Operator H
Heisenbergsche BGL.
BGL (O+m?)p+3L =0 < ~ (¢, H =ip, [# H]=i7

Der Hamilton-Operator, ausgedriickt durch die Auf- und Absteigeoperatoren, lautet:

d*p 1
H= / (27r)3Ep (a;ap + é[ap,a;]) (127)

Der Ubergang von der klassischen zur quantisierten Theorie ist nicht eindeutig, weil ayp, @y nur
in der klassischen Theorie vertauschen.

= Der Koeffizient von [a,, a;}] ist unbestimmt.
Der Beitrag von [a,, a; | entspricht der Grundzustandsenergie der co—vielen harmonischen Oszil-
latoren und muss substrahiert werden, um endliche Energien zu haben. Diese Unbestimmtheit
hat keine Auswirkungen, da sie nur den Energienullpunkt verschiebt. Es gilt:

H,af] = Eyaf (128a)
[H,a,] = —Epay (128Db)

a, und a; sind Vernichter und Erzeuger, aber von was? Der Zustandsraum ist noch nicht
bekannt. Wir erreichen den gesamten Hilbertraum durch mehrmaliges anwenden von Erzeugern
und Vernichtern.

Grundzustand |0) mit (0]0) = 1 ist definiert durch a, |0) = 0 fir alle p.

Jetzt stellen wir die Verbindung zur Physik her und interpretieren |0) als Vakuum.
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BF
H:/WEPCL;CLP (129)

findet man die Vakuum-Energie: (0|H|0) =0

D.h. die korrekte Vorschrift in der Behandlung von a,, a;f in den Noether-Ladungen ist die so-
genannte Normalordnung bei der die Vernichter rechts von den Erzeugern stehen. Manchmal
schreibt man

Was erzeugt nun a7
Definition:

) = 2B, |0)
ag|p) = v 2Ep((277)35(3) (P—q) + a;@q) 0)
= V2E,(27)*%® (57— 9)|0) (130)

(120) = (@lp) = 2v/EE, (Olaga|0)
~ 2./E,E, <0\(27r)35<3> (@—7) + a;aq~|o>
— 2B,(2n)% (¢ - p) (131)

= Die Normierung ist so, dass |p) Dimension —1 hat.

HIp) = +/2E,Ha;|0)
= VRE,(a; H0) + [H.a5][0))

=0

= E,I7) (132)

= |p) ist Eigenzustand von H mit Energie E, = \/p? +m? = |p) ist Einteilchen-Zustand, aus
(129) interpretieren wir a, als den Erzeuger eines Teilchens mit Impuls p'

Zwei—Teilchen—Zustand:
D, q) = \/2Ep\/2Eqa;a; 10) = |q, p) (133)
= KG-Feld beschreibt Bosonen.

N-Teilchenzustand:
D1, - DN) = /2By, ... \/2Epa) ...} |0) (134)

Poincaré-Transformationen (A,a) € P:ax — 2’ = Az +a
Zwei Zustande [¢) , |1s):

"2 2, Ea |0)

i) = U(Aa)  [¥) (135)
——
€Darstellung von P

35



Die Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Amplituden erfordert:

(W] = [{rlun)] = [(lUT (A, @)U (A, a) )|
= UT(A,a)U(Aa) =
U(A, a) ist unitdre Darstellung von P : U(A,d")U(A,a) = UNA, Na+ o)
Vakuum-Zustand soll ein Singulett-Zustand sein, also in allen Bezugssystemen gleich:
U(A, a)|0) = [0)
Wie transformieren sich Feldoperatoren?

Klassisches Skalarfeld: ¢(x) — ¢'(2') = ¢(z)
Matrixelemente der Feldoperatoren sollen sich wie ein klassisches Feld transformieren:

(alé(@)|va) = (U116 (@)]65) = (GalU* (A, 0)¢/ (@)U (A, @) )
S U, @)d(2)U (A, 0) = () (136)
Aus (136) kénnen wir U(A, a) bestimmen. Zunéchst betrachtet man reine Translationen: Suche
U(0,a).
Wihlez = 0=2'=a
= ¢(a) = U(0,a)p(0)U(0,a) (137a)
Reine Zeittranslation: a = (¢,0,0,0)
In (122) fanden wir i¢ = [¢(z), H]
Losung;:
o(z,t) = exp(iHt)p(x,0)exp(—iHt) (137b)
denn, —i¢ = —He(x) + ¢(x)H
Vergleich mit (137a)

U(0,a) = exp(iHayp) fur a = (ao,0,0,0) (138)
Analog zur Herleitung von (122) findet man:
[6(), P| = =iV (139)
also
p(x,t) = exp(—iP2)p(0,t) exp(iP 7)
"X 1(0,a) = exp(—iPa) fiir a = (0,d) (140)
(138) und (140) kombiniert man zu:

U(0,a) = exp(iP a) (141)

Fiir Lorentz-Transformationen kénnen wir genauso verfahren. Die Noether-Ladungen (siehe
(99) und (100) fiir Drehungen) erfiillen Vertauschungsrelationen mit ¢ analog zu (122) und
(139). Speziell fiir Drehungen A = A(0, ¢):

U(A, O) = exp(—

ig L) (142)
©99)000) / d3750(7) / BEH(V ) i T
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Schematisch:
Klassische Feldtheorie Quantenfeldtheorie

Symmetrie  unter ¢ = exp(iaka)qgexp(—iaka)
r— 2, ¢ — ¢ mit
Parameter a;

¥ T

Noether-Ladungen = Qk Operatoren
Q. erhalten

(122),(130) & [6(), ] = i0,6(x) (143)
= [r(z), P = [¢, Pu]
= i0,¢(x) =1i0,7(x)

(107), (108), (111) = { a(k,t) = ap exp(—iEyt) = exp(iHt)ag exp(—iHt) }

exp(—ip'T)ay exp(ipT) = ag exp(ik T)

= exp(iPz)agexp(—iPz) = ap exp(—ikz (144)

MNio—r,
Ein Ein-Teilchen-Zustand transformiert sich also unter unitidren Transformationen wie

) = 1P) = v 2Epa;—/ 0)  (Ey = E,)
(144)

=’ \/2E,a} exp(ipa) |0
vy exp(ipa) [0))
= exp(ipa) |p) (145)

Alternativ: P |p) = p* |p) mit p° = E, = exp(iPa) |p) = exp(ipa) |p)
Unter Lorentztransformationen

r — o =Ax

B~ )= U015 = | (4p))

(Ap) : rdumliche Komponente von A ]51'7
Bemerkungen:
1. £7 = &80 gt oin Lorentz-invariantes Integrationsmaf: L

" 2B, o [+ m? 2y/p?+m? - 24/ +m?

D.h. wenn f(p) Lorentz-invariant ist, dann ist auch [ % f(p) Lorentz-invariant, denn
P

0o ) 0 2 > dx 1
0 2 2 0 02 5 2\ T=P —5 2
_ — — — = — )(x — — =
/0 dp’6(p” — m?) /0 dp’o(p p-—m) /0 NG (x —p° —m”) 5E

3 -
also /;lfpf(p):/o Og4ﬁ5(ﬁg—m2)f(l))

~
Lorentz-invariant
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2. Orthogonalitdt der Teilchenzustédnde

(G QNP ) o <cjl...ch|ag...a;M\o>
= <O|aﬁ1"'aﬁM‘(71” (TN>*
o <O|aﬁl o apalk qM|0>
Falls ein p; gé {qj JN} dann kann man den Erzeuger az nach rechts durchtauschen

und agal ... ar 10) =a} . 10) = 0.
D.h.

QM apa

(@ qnlpr- . pu) =0 {q1. . qn} # DL - P}

Mit unserer Identifikation in (129) als Einteilchen-Zustand mit Impuls 7, den Vielteilchen-
zusténden (134), der Fourier-Darstellung (116) und den Vertauschungsrelationen (119),(120)
konnen wir nun alle Matrixelemente der freien Klein-Gordon-Theorie bestimmen. (d.h. die
freie KG-Theorie ist exakt 16sbar)

1.

o(x)]0) = /%ﬁ (exp(—ipx)aﬁ +a; exp(ipa:)) )pOEp 0)

- [ g et 1)

= Superposition von Einteilchen-Zusténden,

die wie ebene Wellen propagieren

d?”
O = 0 [ e 3o expli'n) - exp ') 2B

Term o (0ajar |O> —0
=0
Term o (0| ayat|0) = (0] (27)*6® (5 — ') + af ay [0) = (27)%6) (5 — )
=0
(Ol¢(z)|p) = exp(—ipz)  mitp’=E, (146)

(0|¢(x)|p) hat die Eigenschaften einer Einteilchen-Wellenfunktion

z.B. O+ m?) (0|¢(x)|p) = 0
= Kontakt zur relativistischen Quantenmechanik, die auf Probleme mit Energien unter-
halb der Paarerzeugungsschwelle 2mc? anwendbar ist.

Ubergangsamplitude von |pph) in | 73)

E, B, F, B, <Cf1672\ﬁ1ﬁ2>:<0‘@q1aq2%1 p2‘0>

= <0]aq1 at |0) (2m) 35 NG — p) + (0ag, a; ag,at |0)
2m)563 (G — p2)dP (@ — pr) = (2m)°6P (G — p1)0P (@1 — pn) (147)
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Feynman-Diagramme fiir diesen ,,Streuprozess“ in der freien KG-Theorie:

D2 ¢ D1 q2 .
° > ° P2
= +
P2 ¢
. B ® > @ ﬁl
b1 42

Es findet keine Streuung statt, die einzelenen Impulse bleiben erhalten.
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