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1 Einfiihrung

1.1  Uberblick

Elementarteilchenphysik = Hochenergiephysik
Grundlage: Quantenfeldtheorie

Teilchen < Anregungszustinde von Quantenfeldern
Zentrale Fragen

1. Welche fundamentale Teilchen (Quantenfelder) gibt es?

2. Welche Wechselwirkungen wirken zwischen ihnen?

3. Welchen Symmetrien unterliegen Teilchen und Wechselwirkungen?

kurze Absténde < hohe Energien <+ frithe Zeiten nach dem Urknall

1fm

1GeV

1GeV
1GeV

12

hc
107%m=———
0, 2GeV
Mittlere Energie aller Teilchen 10™*s nach dem Urknall
1GeV J
als es eine Temperatur von Ch=EA RN TS (= 1071°-=) hatte.
kB kB
1,6-1071°J
1,8-102"kg



Energieskala phy. Relevanz Langenskala Zeit nach
dem Urknall !
Planck-Skala (Quanten-)Gravitation 107% m <1078
10 GeV 1032 K
GUT-Skala Vereinheitlichung der 1073*m 1073"s
1016 GeV? Eichwechselwirkungen 10K

1010 GeV — 106 GeV?

Masse rechtshéndiger Neutrinos?
Leptogenese? Baryogenese?

107 m — 10732 m

107325 — 10"
102 K — 10 K

102 GeV — 10* GeV

Mechanismus zur Stabilisierung
der elektroschwachen Skala
Leptogenese? Baryogenese?

1078 m—10"m

107Ms—10"19g
10K — 101" K

elektroschwache Skala Skala der elektroschwachen Sym- | Reichweite der schwachen 107195
102 GeV metriebrechung, Higgs-Physik? Wechselwirkung 10718 m 10° K
Masse von W und Z - Boson

hadronische Skala Confinement der Quarks, Massen | Nukleonradius 10~*s

200 MeV — 2 GeV der leichten Hadronen (p, n) 107%m —1071%m 108K
0,05eV —1eV Massen der Neutrinos 10%m —10""m 10°y — 10°y

(irrelevant) 100K —10°K

0 Masse des Photons, des Gluons | Reichweite der el. mag. WW

und des Gravitons

"Temperatur T = 10K - /=

und der Gravitation oo

( 06¢ : uorswzy ) Suniynjury
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,Landkarte der Quantenfeldtheorie*

1.1.1
Streuung : Wirkungsquerschnitt ¢
Zerfall . Zerfallsrate T
A
Experiment proportional
zu|<f|i>]?
S-Matrix-
Green- berechnet aus Ele;ne.nte
. <fli>
Funktionen |
" A
3
g
§ Zustande (Kets)
< X entsprechen | i>...
Teilchen |« > _ . _
Grundzustand | 0 > hat viele String-Theorie?
o = Vakuum
({\O‘“\e = Zuh . . .
s = unser zuhause Schleifen-Quantengravitation?
e(,_e\@e(\
verletzt
bestimmen spontan . o
Quantenzahlen gebrochene Grand Unified o
Theory (GUT) 5
J iy
A
. =
Lagrangedichte o :
Supergravitation
3 -
§c§ vereinheitlicht Supersymmetrie klassische
. . .
oe Gravitations-
;;.”, Erhaltungsgrofen theorie
]
§§’ §(§ (ART)
[OR) [}
@/ £§
ISES
.0
2%
gE
Gy ; innere auBere | innere aulere
Higgs- | cormionen | | EiCN- ‘ ‘
Bosonen | | bosonen definieren \ lokale globale
Spin=0 | Spin=1/2 Spin =1 (Eichsymmetrien) )
F |d sind Darstellungen der Symmetrlen
elaer (Transformationen bzgl. Lie-Gruppen)

brechen spontan
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1.2 Konventionen

Natiirliche Einheiten (Planck-Einheiten):

ec=30-1002=1 = 15=30-10°m
S

h
¢ h= - =66-10%GeVs=1 = Ls=1,5-10°GeV"'
T

hce=1 = 1m=25,1-10"GeV™!
m = Elzghe = Epure = lkg=5,5-10"GeV
e ¢l. Elementarladung e > 0
% =ax 1371’ — ist Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante = e = 10,30
e ist dimensionslos! Coulomb-Potential eines H-Atoms: V(r) = —6—2

r

Alle physikalischen Einheiten sind Potenzen der Energie. Der Exponent heifit (Massen-) Di-
mension. Man schreibt:

[Lange] = [Zeit] = —1, [Masse] = 1, le] =0
1.2.1 Metrik
1 0 0 O
o o1 0 0
9=9 1o o -1 o = 9™
0o 0 0 -1

1.2.2 Levi-Civita-Tensor

+1 fiir gerade Permutation 012 3
efP? = ¢ —1 fiir ungerade W v op o (1)
0 sonst
€M =41 = o3 = Gou G G2p Gao €
= 9goo 911 922 933 g1
023y

0 1 :
g% = (_1 0) =0y, dh. e =1 (2)
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1.2.3 Summenkonvention

Uber wiederkehrende Indizes wird summiert:
aibi = Z aibi
3
Meist:  a, bt = Za“b“
n=0

Bei Vierervektoren laufen griechische Indizes von 0 bis 3 und lateinische von 1 bis 3.
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2 Lorentzgruppe und Poincarégruppe

2.1 Lorentzgruppe

kontravariant kovariant

2 0 0

p xt t ,
B S— x2 = f "L‘“ = g;tl/x =
[L’3

oo O
=
—
=)
—
o OO
VRS
&8
N
Il
/|\
HLN
~__

Skalarprodukt: z - y = 24" = 2*g,,y" = 2°Y° — T 7, g = 9" gy =0,
Die linearen Transformationen

ot = AF Y (3)

mit vyt = .y fiir alle z,y (4)
bilden die Lorentzgruppe £ = O(1,3) = O(3,1) und (3) heit Lorentz-Transformation.

4) = g=A'gA (5)
= detA = =+1 (6)

Lorentz-Transformationen aus
1. EE_ ={A e L:det A=+1,Ag " > +1} heiBen eigentlich orthochron.
2. Ei ={A e L:det A =+1,Ag " < —1} heilen eigentlich nicht-orthochron.
3. L1 ={A € L:detA=—1,Ap ° > +1} heiBen uneigentlich orthochron.

4. L ={A e L:det A= —1,Ay % < —1} heiBen uneigentlich nicht-orthochron.

c=cluctucluch

2.1.1 Raum-— und Zeitspiegelung

+1 0 0 0
o -1 0 o0 b At
P= 0 -1 0 € L. =PL, (7)
0 0 -1
-1 0 0 0
0 +1 0 0 L nt
T = 0 0 41 0 € Lo =TL, (8)
0 0 0 +1

ct =prct
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EE_ und
L, =Ll uLt =s0(3,1) =950(1,3) (9)

sind Untergruppen von L. (Ebenso EL UL und EL uch .) SO steht fiir ,,spezielle orthogonale
Gruppe® und (1,3) gibt die Signatur der Metrik an. Naturgesetze sind invariant unter EL
(,,Jorentzinvariant“).

2.1.2 Rotationen

EL enthilt Rotationen:

10 0 O
S 0
0
mit Achse % und Winkel ¢ = ||
2
~ _ Pip; PiPj sin ¢
R(P)yy = =h + (5@' s ) cosy — 7%1@% (11)

Ein reiner (d.h. ohne Rotation) Boost in ein sich mit Relativgeschwindigkeit ¢ bewegendes
Bezugssystem ist:

—

cosh u _Y sinh u
oo U
A(u,0) = i - (12)
——sinhu 1343+ ——— (coshu — 1)
U U
mit der Rapiditéit u = arctanh |0] und @ = u‘% Fiir ay 17 s ist
U

A(ty, 0)A (2, 0) = A(t; + Uz, 0)
Generatoren J;, und K; (j,k =1,2,3):

=

A0,3) = exp(i@-J) (13a)
mit  [Ji],,, = —iemm und [Ji]g, = [Ji] 0 =0
= [Dly, = i€k (13b)

([Jx],,, hieB w® 1., in der QM-II-Vorlesung.)
A(@,0) = exp(id - K) mit [Kj]/\ﬂ = 1000, + 00,0y, also:

0 1 0
K, = i|1 0 (14)
0 0

Jp = Jiund K; = - K]
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2.1.3 Lie-Algebra
[Jk, ] = i€kimJm(Drehimpulsalgebra) (15)
[Kj7 Kn])\g - [Kj])\u I:Kn:luo' - [KH]AM [Kj]ua
14) . .
Z (53005 + 00u037) (80 + O0aGyn) — (1 )
3 _
0 2 [(0500700n0 + 03j0ne + 0200500jn + Sondosdaj) — (1 ¢ j)]
PEL 2 [(03j0ne + r005007) — (n > j)]
= i*[03;0n0 — Onrbjo] da 0x00,00;, symmetrisch. bzgl. n « j ist,
. 13)
= €jnk E0kAo (:) —UEjnk [Jk],\a
= [K;, K, = —igjudi (16)
Ebenso: e, Ki] = iemEm (17)
Dramatische Vereinfachung:
1
Nf = S+ iK)) (18a)
_ 1 .
Ny = 5 —ik) (18h)
o ~t _ N
N7 = N und N;" = N; (18¢)

_ 1 . .
[Nf N = 7 Wi Il + i (K, Ji] = i [T, K] + (K, Ki]}
7
4
Ebenso: [N;F,N,ﬂ = g,
(N7 NG = gy

1. Die Lie-Algebren N ]+ und NN, entkoppeln.
2. (19) ist die Lie-Algebra von SU(2).

Jedes A € EL lasst sich schreiben als

—

A =exp(ia@ - NT)exp(ia* - N7) = exp <i(0_2 Nt 4 a - N‘))

(SU(4) =~ SU(2) ® SU(2), aber L] ist einfach.)
Mit (19) kénnen wir die Darstellungstheorie von £} aus der von SU(2) gewinnen.
= Spin-Quantenzahlen s = 0,1/2,1,...
Sind D*'(&) und D**(&) zwei Darstellungen der SU(2), so ist (nun mit komplexem «)

DEv)(F) = D™ (@) ® D™ ()

= [€jlil + €jszl - €jlez - €jk1Jl] =0 mit (15) - (17)> (193)

(19Db)
(19¢)
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: 1
eine Darstellung von L} .

d=@reell == @& - Nt+a@ - N =¢@-J

Drehung A (0, &)

a = —iu imagindr = a-Nt+a*" N =i-K

Paritat:

also:

Boost A (,0)

P: J=J (Axialvektor)

K —-K (polarer Vektor)
P N* — N¥F

Ds1s2) _y pls2,s1)

= Darstellungen mit s; # sy verletzen die Paritét.

Casimir-Operatoren:

Casimir-Operatoren vertauschen mit allen Darstellungsoperatoren Jj, K;:

. 1 . .
SU@2): (N*)?2 = (P —K*+iJ - K +iK -.J)

T4

mit Eigenwerten s;(s; + 1) und sy(sy + 1) in der Darstellung D*1*2) bzw.

— — ]_ —
N“+N”:jﬁ—Kﬂ (21)

mit Eigenwert s; (s; +1) + 52 (s2 + 1) und

N“—ﬁﬁzgfﬁ+ﬁ-3 (22)

mit Eigenwert s1 (s; + 1) — s9 (52 + 1).

2.1.4 Darstellungen und Feldgleichungen

D©9;  gkalar:

DOO(NF) = DOO(NT) =0

komplexes Klein-Gordon-Feld ¢(z) :

Op +m?p = 0,0"0 + m*p =0 (23)
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D©1/2):  rechtshiandiger Spinor &,:

D(N;) =0 } 09 { D(Jy) =%

D(N;) =% D(K) = i%
A, ) = exp(i@ - J +iii - K) (24)
wird abgebildet auf
DAL P) = e (i - DG ) € SLER.C) (25)

= {MeC* :detM =1}
und fiir 2’# = A* 2”7 ist

Eu(2") = DOVI(A), *6(x) (26)

a

ein ,,SL(2, C)-2-Spinorfeld“ (Beispiel: Masseloses Anti-Neutrino)

D(/29): linkshéndiger (gepunkteter) Spinor n; (@ wird nie mit einem ungepunkteten Index a
kontrahiert!):

D(Nf) =% } i { D(Ji) = %
D(N;) =0 D(Ky) = —i%
(24) wird abgebildet auf
DA, ) = ex (35 + G 1)
und fiir 2’# = A* 2" ist
% (2') = DO (N i’ () (28)

ein ,,SL(2, C)-2*-Spinorfeld“
Der antisymmetrische Tensor 2. Stufe,

. 0 1
€ﬁ2202:(_1 0)

ist invariant unter SL(2, C)-Transformationen:

e=M"eM fiir M € SL(2, C) (29)

(Vergleiche mit (5) fiir metrischen Tensor g)
Beweis von (29):
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M e C?*2 .
1 m —-m
Ml = 22 12
det M (—m21 myy
1
— MT T
det ]\46 c

Fir det M =1: = 1=MeM'"e"
= e=MecM"e'e = (29)

(29) bedeutet, dass (mit M = DOV2)(A(i, §))):

C/ngl — CTMTSMf (2) CTgf (30)
(Te€ ist also ein bzgl. EL Lorentz-invariantes antisymmetisches (= symplektisches) Produkt:
(Teé = —£Te(. Dies gilt ebenso fiir gepunktete Spinoren. Analog zur definierenden Darstellung

von £ konnen wir also das Heben und Senken von Indizes definieren:

g = e%g, (31a)
nt = eabnb mit ¥ = 9 = <_01 (1)) (31b)
Das invariante Produkt (30) wird dann zu

(e€ = g™ = (ut” (32)

Auch die Indizes von £* kann man senken:

Eed = Ecat®epq ist antisymmetisch
mit €91 = £2,6"6p = eme e
= 1= 812621 = 512 = —€12
1 . a _ b (0 1Y _ _
also 1 eV =eT=(_, )T —fa =y (33)
. be _ 2 c __ 50 _ ]- 0
und: €€ = - [8 ]a =40, =+ 01 (34)

Rechte Indizes von £

es Widerspriiche zu ¢
[Kugo].
Probe:

miissen durch Summation iiber linke Indizes gesenkt werden, sonst gébe
ab — _gbe Dies ist eine hdufige Quelle von Vorzeichenfehlern, z.B. im

Eacedy = Eap = —€ba = —€0af%Cca = —(—€mp) (V) (—€ae) = +eacteay V'
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1.
¢ = e
= €ca<a = 8ca€ab<b = +5c be = +Cc
= (.= +€cal” (35)
2.
ar 35 .q
CTS = C fa = C (+€ab€b)
= 5abga£b
= —en(" = -G vel (32) (36)
Merkregel: .+ fiir , links oben, rechts unten*
Komplexe Konjugation: n*; := (n*)s = (1.)*
Gepunkteter Index, weil
= gexp ((295+ ﬁ)%) el dae (—0))e =0 (37)
D(l/%)(/\)
g = g [D(I/Q’O)(A)L-) c'gécm*d
77/* ;= [D(l/Z,O) (A)}b cn* c
Pauli-Matrizen
(U“)aﬂ' = (1?0—1a0—270—3) = (1a6) (38&)
()% =(1,-0) (38b)
mit den iiblichen Pauli-Matrizen o, i = 1,2, 3.
= (0")ap = eas(0") °es5 = — (") (39)
= t1(0,0") =20, (0,)ap(0") = 26,8] (40)
Weyl-Gleichung
(a“)agaunﬁ = 0 (linkshéndig) (41a)
P )
(6")%9,ms = 0 (rechtshindig) (41b)
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D1/21/2), Va ;5 Lorentztranformation:

V' = DOYA(A)V DOV (A

V', = DOV ey pO1i

GUA, # = DO/iGupO1/2)

1

Also: V# = 56“’6“\7&5:

Vi =

= AV

= (1/2,1/2) ist die definierende Darstellung von

Vermoge © = x,0* kann man jeden Vierervektor als 2 x 2 - Matrix schreiben.
= Das gibt die Moglichkeit, Vektorfelder an Spinoren zu koppeln.

cl.

1
—tr
2

D01/ gpD0/20): it reduzible, P-invariante Darstellung:

Y= (%) Dirac-Spinor in chiraler Basis
Ui

(Die chirale Basis wird auch Weyl-Basis genannt.)

Lorentz-invariante Feldgleichung:

i —m]y =0

mit J = 9,7* und

in der chiralen Basis.
z.B.

0
0 _
Yen = (]—2><2

D.h. (45) sind gekoppelte Gleichungen fiir £, 7.

12x2

0

)

(a"V)

tr (0477) = St (5 DONY DOX)

= L (porgepornp) = L () a, 4
2 14

16

(44)

(45)

(46)
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Vo = 1"y

. o1 0 o253 0 iy o%lo?03 0
— 'L o §%! 0 23 " 0 —o%1a203

Chirale Dirac-Spinoren:

=5 14+
P = P —
L 2 R 9

sind wegen 2 = 1 Projektoren (P} = P, und P2 = Pg). Ein Dirac-Spinor ¢, mit Prir, = 0
heiit linkshindig ( Priyr = 0 = g heiit rechtshiindig).

Jeder Dirac-Spinor kann als 1) = ¢, +1p geschrieben werden. Mit (47) sieht man in der chiralen
Basis

_ _ (1 0y _ €a
O (A )
linkshandiger —

rechtshéndiger

Dirac-Spinor )
Weyl-Spinor

analog : Yr= (noﬁ)

( — siehe [Sterman)])

D9 und DO®Y: antisymmetrischer Tensor F** (6 reelle Komponenten) — dualer Tensor
~ 1
S

Ry - v B
Tensoren F'H¥ mit F_ F~_ heiflen s.elbst dual und haben jeweils 3 Kom-
W = = anti-selbst-dual

(0,1)
DA } (dim DY = 3). Zerlegt man F* = FTH

F~"_so findet man, dass sich F* wie DOV @ D10 transformiert.

ponenten. Sie transformieren sich wie
2.2 Poincaré-Gruppe P
P enthélt £ und die Translationsgruppe 7 :

T = {a" =" =2"+d": " eR} (48a)
P = {at - =A,2" + a": AN, €L a"eR} (48b)
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Bemerkung: P # L ® T, denn zwei Poincaré -Transformationen mit (A1, a;) und (Ag, ag) mul-
tiplizieren sich zur Transformation mit (AsAj, Asa; + ag), und P ist damit ein semidirektes

Produkt von £ und 7 (siehe [1]).
Generatoren der Translation:

P, = —id, (49)

denn: f(2') = f(x + a) = exp(ia”P,) f(x) (Taylor-Reihe).
Lorentztransformationen kann man als

A = exp (toy, M") (50a)
schreiben mit 6 Parametern o, = —a,,, und antisymmetrischen Generatoren M*” = —M"*
J; = éejklel = My = €kindn (50b)
K; = My, gkl >1 (50c)
Lie-Algebra der Poincaré-Gruppe
[k, il = icrimIm
K, Ky = —igjnipdi
[k, Ki] = iermEm
[P, P = 0 (51a)
[J;, B = 0 (51b)
[J;, Pe] = igjub (51c)
[Kj, Po] = —iP; (51d)
[, ] = —iPodp (51e)

Hierbei ist p,v =0,1,2,3 und j,k,1 = 1,2, 3.

2.3 Casimir-Operatoren
1. P,P*
2.B. [K;, P,P"| = [K;, P2 — [K;, P - P ‘2 —2iP; Py + 2i6,, Py Py, = 0

2. Mit dem Pauli-Lubanski-(Axial-) Vektor
1

WH = —eh B M., (52)
2
ist W, W*# ein Casimir-Operator (ohne Beweis).
Wo = (=) M 2 3¢ (= Py)ekimdn = =Py J; = =P J (53)

1 . 1 ; j
W; = §5JVpUPyMpU - 92 (_6OJTSP0M7’S + 5]npUP”MPU)

1 . .
(2) _POJj 4 igjnOUpn(MOU — MU ) = _POJj +€JnsPnKS

W = —PJ+PxK (54)
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Im Ruhesystem eines massiven Teilchens (KG) mit p* = (m,0,0,0) " ist

—. —

W = —mJ (55)

(d.h. W misst den Drehimpuls im Ruhesystem, also den Spin S ). Darstellungstheorie von
P (E. Wigner): Zustiande (=Teilchen) konnen mit den Eigenwerten von P,P* und W, W*
gekennzeichnet werden. Dabei sind 4 Falle moglich:

(a) P,P? =m? > 0 massives Teilchen
w,we E —m2s?

FEigenwerte:
W,W? = —m?s(s + 1) mit s = 0,1/2,1,... ist Poincaré -invariant, also in jedem
Bezugssystem richtig. Massive Teilchen mit Spin s haben (2s 4 1) Polarisationsfrei-
heitsgrade.

(b) P,P? =m? =0 masseloses Teilchen
und W,W* = 0. Aus (52) folgt P,IW* = 0. Damit muss W* proportional zu P* sein:
WH = AP*. X heifit Helizitdt und kann nur die Werte A\ = +s annehmen, wobei
s =0,1/2,1,... der Spin der Darstellung ist.
= Masselose Teilchen mit s # 0 haben nur zwei Polarisationsfreiheitsgrade.

(c) P,P? =0 und Spin s ist reelle Zahl.
W,W# <0, kommt in der Natur nicht vor.

(d) P,P? < 0 Tachyonen
... gibt’s anscheinend nicht.

(Siehe [Ramond].)
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3 Lagrangeformalismus der Felder

3.1 Bewegungsgleichungen
Mechanik:

e System mit Koordinaten (Freiheitsgrade) o1, ..., ¢oNn
e Lagrange-Funktion L(p;, ¢;); @i = o(x;)

Man betrachtet nun eine Kette aus gekoppelten, harmonischen Oszillatoren:

. L. 1 (i1 — i)

L iy Pi) = =PiP; — N E——
(i, 1) = S0 e
N—————

Kopplung an den néchsten Nachbarn

mit Masse 1 und Federkonstanten (z;,; —z;)~2. Fiihrt man nun einen Grenziibergang zu einem
kontinuierlichen Spektrum durch, so erhélt man:

Qoi(t) - Qo(tv xl) - QO(t, I)
Pit1 — @i i
e H —_
Tiy1 — T ox

99\ _1(0p\*
ot 2\ Oz

1 1 1
L. 0up) = 5 (o)’ — 5 (vy)? = SO0

Lagrangedichte:

(o, 00 00 _ 1
(p’at’aa: 2

In 3 + 1 Dimensionen:

Dieser Ausdruck ist Lorentz-invariant!
Wir addieren einen weiteren Lorentz-invarianten, bilinearen Term:

1 m?2 1 m2
L (0, 0up) = 50u90"p = 7<p2 =: 5((%0)2 — 7w2 (56)
—_—— ~——

kinetischer Term Massenterm

Dies ist die Lagrangedichte eines freien, reellen Klein-Gordon-Feldes (Skalarfeld).

Wirkung:
S = / d*zL

mit dem Lorentz-invarianten Volumenelement d*x = da®dx'dz?dz3.

Dimension: [S] = [A] =0, [d*z] = -4 = [£] =4, [0,) =1, [¢] =1 = [m] =1.

Wie in der Mechanik folgen aus dem Prinzip der extremalen Wirkung % = 0 die Euler-
Lagrange-Gleichungen.
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oL oL

=
"0(0up)  Op
Fiir das reelle Skalarfeld (56):

oL oL
—= augp, _— =
9(0up)

2
Oy e
&) 0+ mPp =0

erhélt man also das die Klein-Gordon-Gleichung fiir reelles ¢ mit Masse m.
Zwei reelle Skalarfelder mit gleicher Masse m:

L

—~

1 o 1 2 m? 2 2
©i, Outpi) = 5(%%) + 5(@902) - 7(%01 + ©3)

—

L@+ m?)pi =0,

(59) hat SO(2)-Symmetrie:

~

i=1,2

01 cosf sinf\ (¢
((pg) - (— sin 6 005«9) ( )

©2

_ p1tip Pt
Y= ITQQ Y1 V2
pr=oter [T <.

Damit erhdlt man die Lagrangedichte:

Komplexes Skalarfeld:

L (¢, 0.p) Dup 0 — m?|p|?

(60)
= |9u0* — m*|p|?

Im Gegensatz zu Gleichung (55) fehlt hier der Faktor 3! Formal behandelt man in (57) ¢ und
©* wie unabhéngige Felder:

oL  (60) " oL o
Yo T gy T T

D O+m*p=0

und erhilt die Klein-Gordon-Gleichung fiir ein komplexes Skalarfeld.
(60) hat nun eine U(1) (~ SO(2))-Symmetrie:

¢ — pexp(ib)

(61)

(59)
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Symmetrien unter Transformationen der Raum-Zeit-Koordinaten z* heiflen &uflere Symme-
trien (Beispiel: Poincaré-Transformationen). Symmetrietransformationen, bei denen die Felder
o, nicht jedoch x* transformiert werden, vermitteln innere Symmetrien.

(Beispiel: U(1)-Symmetrie in (61), Ladungskonjugation C)

Die Wirkung &dndert sich nicht, wenn man zu £ eine totale Ableitung addiert.

L—L = L+49,Y"[p, 0,
S = S—i—/d‘la:@MY“[go,&,cp]

mit dem Oberflachenelement do,

_ ]
= S + %dauy [90, 81/(70] einer 3-dim HyperﬁéChe

o}
= S

da man nur Felder zulésst, bei denen ¢ und 0, fiir * — 400 hinreichend schnell verschwinden,
so dass §, do,Y*[p,d,p] = 0.

L muss reell sein, damit Energie und Impuls reell sind.

Definiere:

s «—
010,02 1= 10,02 — 10,2 = 10,02 — (au%)%
Lagrangedichte des Weyl-Feldes &, ohne Masse

i = 50 BE = 5 [€19°0,6 ~ 9,€)or )

Anwendung der Euler-Lagrange-Gleichung ergibt (¢ und ¢ unabhingig behandeln!):

oL oL 7 1_
VST e 3#(—50“5) — 507048

0 = "9, (Weyl-Gleichung)

Ebenso fiir n%:

chin — %nfa“b_;n (63)
= o"d,n=0

Massen-Term:

Ly = —=(mpn'en—min'en®) (64a)

(mpélec™ —mpg <€) (64D)

N — DN —

Ln o= —
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Nun ist n'en = nd‘edﬁ-nf} = n'n? — n?n'. Das wire = 0 fiir eine klassische Theorie.
Spin—% = Anti-kommutierende Feldoperatoren
n'n? = —n*n' =n'en=2n"n* #0
Wegen (n'en)t = nfefn* = —nfen® ist (64) hermitesch. Die Terme in (64) heien Majorana-
Massenterme.
Lh = —mé&hn —mnfe (65)
heifit Dirac-Massen-Term.

Mit ¢ = (exp(—i@)ﬁ), wobei m = |m| exp(2i0), wird (65) zu:

exp(+if)n
" (01 .
wobei 1) = 117" und 10 =79, = <(1] (1]) in der chiralen Basis der Dirac-Algebra. (62) und (63)
werden zu:
. . . 7 ——
o = o o = L5 T (67)
mit J = d,v* und
A A 68
ry - rych - 5.# O ( )

D.h. aus (66) und (67) findet man die Lagrangedichte des freien Dirac-Feldes:

Lo=1 (%7—m)¢= —5 DG+ SV —miby
\{_/
:auw"f“w
Euler-Lagrange-Gleichung;:
oL oL i i
0= aﬂW - 8_12 = —é&ﬁ“iﬂ - 5&% +ma
= 0= (iJ —m)y (Dirac-Gleichung) (69)

Mit der Ableitung nach 1 findet man die adjungierte Gleichung;:

0:&@3+m)
Meistens notiert man kiirzer:
/ v - =
p=~Lp+ 5 Oy = (id —m) 1 (70)
N—— ——

totale Ableitung nicht hermitesch
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5 8£b_ B 8£23
"o (8“1/)) oY

Generell kann £ = LT zu £ = LT+ totale Ableitung abgeschwiicht werden.
Aus der QM II-Vorlesung ist die Dirac-Gleichung in der Dirac-Basis bekannt.

= (i —=m) 4

v = U'Yfthil

mit U = L 1oy 1oy 7 UfleT
\/§ _12><2 12><2

24

Ein Feld, dass sich unter der Poincaré-Transformation z# — 2/ = A" ,a¥ + a wie V'*(2') =
A" V¥ (z) transformiert, heifit Vektorfeld. Mit dem Feldstérketensor £, = 9,U, — 9,U,, des

freien Vektorfelds ist die Lagrangedichte

1 2
L= = Fu 4 U0

Ist m # 0, so spricht man von einem Proca-Feld.
Beispiele:

e fiir m = 0: Photonen, Gluonen

o fiir m # 0: W*,Z-Bosonen, p Meson

2

L= —%(@U,,)(a"U”) n %(@UV)(@”U“) n %UNU“

Euler-Lagrange-Gleichung;:

(71)

(72)

Betrachte Beitrége (u,v) = (o, 8) und (p, v) = (5, «) in (72) und schreibe U,U* = U,¢g""U,:

oL oL
0 = aO“a(aaUﬁ) S oUs
0o (0°U" + 0°U*) — m*U”

=0 = (Dgga — 030, + ngga) U* (Proca-Gleichung)

Betrachte: m = 0 und Kopplung an Stromdichte j#, Photonfeld A*:
1 % S AW
L= _ZF‘“’F —JuA
Euler-Lagrange-Gleichung;:

0u(0%AP — 9P A"y = 47

(. ~~ 7 N~
(73) _9GpAr)
T 8AP

Man findet also die Maxwellgleichungen 0,F % = j°.

(75)
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3.2 Noether-Theorem

25

Betrachte £ = L(p,0,p); ¢ ist ein Feld (¢ skalar oder ¢ = ¢; oder ¢ = A" oder ein Mul-

tiplett von Feldern ¢ = (gol cpn)) und infinitesimale Transformationen beziiglich einer
Lie-Gruppe
ot — " = ot + St (76)
mit
St = X}ow" (77)
Dabei sind die dw* die Parameter der Transformation (z.B. Eulerwinkel).
Beispiel: Drehung um 04
i =7 +idw" &
damit hat man: X2 = 0, X =i(Ju@)7, j=1,2,3.
p(z) = ¢'(2') = p(z) + dp() (78)
(Skalar: ¢'(z') = p(z) = dp(z) = 0, Vektor: ¢ (x') = A" ,p"(x), usw.)
Da ¢ Darstellung der Liegruppe ist,
Sp(r) = Py(z)ow’ (79)
¢'(af) = ¢+ dx)
= ¢(x) +02"0,¢
= ¢(x) + dop(z) + 6270, (80)
mit dop(z) = ¢'(x) — ¢()
(80) v
dop(z) = @) —p(x) — 02D
(7819 Oy (2)0w* — 6270,
(77) v
= [®1(2) — (Do) X}] Ow" (81)
0L = L), 0.0 (2")] — Lp(2), Oup(w)]
oL oL oL
= —dzt 4+ —9 —0"6 82
00r " T 9% T an ) Lo (82)

:606“30

Ist ¢ eine Losung der Euler-Lagrange-Gleichung, so ist g—i = @La(g—f@) und (82) wird zu
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oL oL
= _ H 75
oL D ozt + 0, (8(8“@ ogo)
oL

oL
3(3;#7)

Wirkung:

S = /d%ﬁ’(gd,@mp’)

S = §'—-8= /5(d4a:)£+/d4a:5£
ox'*

= |det (6% + 0, (XLow™))| d*x

= (1+0,(X}ow"))d s,

dir =

denn det(1+¢)=1+tre+O(e

§(d*z) = 0, Xlowrd*z
55 BOey / A (L0,(XP ") + 6L)

i / 'z, ([ﬁX}; + a(i [, — (ayw)X;;]] M)

Oup)

0

ol

d*x

26

(85)

(86)

Ist dw* unabhingig von z, so spricht man von globalen Transformationen. Das Integrations-
volumen in S = [, d'zL ist bisher unspezifiziert. Wir wéhlen V' beliebig. Ist nun S invariant,

also 25 = 0, so folgt aus (86), dass

oL
Je = —LX, + =——(X{0p —
ein erhaltener Strom ist (Noether-Theorem):
dujr =0

Ji heifit Noether-Strom. Mit (88a) ist die Ladung

Qo) = [ P

konstant:

Q) = / P70,j0 2 — / PE =

fiir j = 0 im Unendlichen.

Py ())

(87)

(88a)

(88b)
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Der erhaltene Noether-Strom ist nicht eindeutig, z.B. kann man einen Strom j,/c“ addieren,
dessen Divergenz verschwindet:

.5 =0

(z.B. j' = 0"T,, mit T, = —T,,)
Verallgemeinerung von (87) auf den Fall mehrerer Felder ¢ in L:

N aL 14 a a
jll: = _‘CXll: + a(a Qoa) (Xkal/(p - q)k(x))
“w
Beispiel: Reelles KG-Feld
1 p m?
L= 5(0:0)(0") = 59" = V() (89)

dabei ist V(i) eine beliebige Funktion (z.B. V(¢) = 4¢%)
= BGUL ist nicht mehr linear in ¢ = Selbstwechselwirkung
L ist invariant unter Transformationen

¥ — a¥ 4 & (90)
Swk
also X! (x) @ o (91)

¢ ist ein Skalarfeld dp(x) = 0 = o, (x) =0.

oL
()
Den erhaltenen Strom bezeichnet man im Fall der Translationen (90) mit 7, es ist der Energie-
Impuls-Tensor.

(89) =

= 0"y (92a)

(88) L
T" = —L§) + Oy 92h
9(0up) (920)
Y R T 0
—~  ~~
(91) (92)
(89) 1 , m?
T2 2 90, — ot S (0r0) - S0t = V() (93)
Damit hat man die erhaltene Ladung, den Viererimpuls:
P, - / BFTO (94)

Fourierdarstellung des Feldes:

By 1 - -
o(x) :/ p3 (aﬁe_”n + a;;e”’w)
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Fiir das freie KG-Feld mit V' (¢) = 0 findet man leicht:
Iy,
Pl, = / W &ﬁ Qg Pv
Dies ist

e unabhéngig von x

e cine Superposition der einzelenen Impulse p, der Fourierkomponenten.

Aus (92b) findet man

oL
0 —t— P—
TO = E—i‘ a(aogo)ﬁocp

Ein Vergleich mit der klassischen Mechanik

szpiqz‘—[zzzg—édi—
A (2

= Ty ist Hamilton-Dichte!
kanonische(r) Feldimpuls(dichte)

m(x) = g—[' © ¢(x), wobei ¢
¥

Es ist 70 2 n(2)p(2) — L(2).
Der Hamilton-Operator (= Energie) ist gegeben durch:

(94)

L

= 0o

H = pY / BT — / BF(r(2)p — L(z))

(89)(96)

und der Impuls ist:

= /d3f (%(st +(Vo)* +m’g?) + V(@))

p; & / &7 2 / PEp0;0

Pj = —/dgf@a](p

P = —/dgfgbﬁcp = —/dgf m(z)Ve
—_——

Néchste Anwendung des Noether-Theorems:

Impulsdichte

28

(96)

(98)
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Infitesimale Drehungen
0 = itz 62 =0
X} = i(hz)7, XP=0, jk=1,23
, oL ; OL = 1. ,092) ..o \T.+ 4
(88) = ji = 95 09X = —%(Vw)Tkax = —(Ve) lidyd (99)

Wir definieren mit (98) die Impulsdichte p(z) = —pV, so dass P =

zu

/d?’f px), so wird (99)

(13)
=€kmn (13

D.h. —j} ist eine Drehimpulsdichte. Erhaltene Ladung (88b) ist der Drehimpuls:

Ly = — / 75 (x)
L = /d?’f(fx m) (100)
Anwendung des Noether-Theorems auf eine innere Symmetrie:
Komplexes KG-Feld, siehe (60), nun mit Selbstwechselwirkung
L = 0,p0"p" —mlp|* = V(|¢]) (101)
Diese weist eine U(1)-Symmetrie auf:
v — pexp(idd) = ¢ + ipdd
et = 0=X;'=0
dp =100 @) 0o\
dp* = —iddp* } = (5@* = oY
Lo (ip ) (P!
mit & = (—icp*) = (CIDQ) (102)
Der Noether-Strom (88) lautet:
. oL oL o (101)(102) . .
== ' — = —i(0"")p + (0" p)p" (103)
() (™)

mit der erhaltenen Ladung
= [ =i [ @aee - o)

z.B. elektrische Ladung.
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U(1)-Symmetrie der Dirac-Theorie
b —exp(i0)y, Y — exp(—if)y

L =i —m)p + e Ay
(mit der Kopplung an das elektromagnetische Feld A)
® ist wie in (102):

o = (_“ZZ‘—; ) Spinor-Index a = 1,2, 3,4

(103) wird zu:

oL or - - -
gt = _73(3 ? )/Lwa + sza = =y = Py (104a)
nw¥a n¥a

Das ist die U(1)-Stromdichte des Dirac-Feldes.
Ist z.B. ¥ das Elektronenfeld, so ist ej* = eyy*1 die elektromagnetische Stromdichte.

Q=ce / B’ =e / By = e / R (104b)

ist die erhaltene elektrische Gesamtladung. ev)f1) ist also die Ladungsdichte.
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4 Kanonische Feldquantisierung

Klassische Feldtheorie Quantenfeldtheorie
Feld ¢(z) € R™ oder C" — (Feld-)Quantisierung —  Feldoperator ¢(x) auf
einem Hilbertraum
,zweite Quantisierung®
(Manchmal schreibt man auch ¢ fiir den Feldoperator.)

4.1 Reelles Klein-Gordon-Feld

Analog zu harmonischen Oszillatoren der Quantenmechanik:

[p(2), m(2lpo_go = 0P (@~ 7)1 (105)
[6(2), 0(@)]lgo—go = [7(2), 7 (2")]|po_po = O (106)

¢(z): Operator zur Amplitude eines harmonischen Oszillators, der am Raum-Punkt # ange-
bracht ist.
Operatoren sind zeitabhéngig (zo-abhingig)

= Heisenbergbild bzw. (fiir wechselwirkende Theorien) Wechselwirkungsbild.
In der Quantenmechanik wurde der Fall betrachtet, dass die Amplitude des Oszillators der Ort
eines Punktteilchens war, d.h. ¢, m entsprachen Orts- und Impulsoperator. Diese Interpretation
ist in der relativistischen Quantenmechanik nicht moglich, da es keinen Ortsoperator gibt (wg.
der Nichterhaltung der Teilchenzahl).
Fouriertransformation:

S = / &7 explik 7)6(x) (107)
7k, t) = /d?’f (ik T)m(z) (108)
¢ und 7 sind Felder im 3-er Impulsraum.
Inverse:
s(x) = / %exp(—u;’f)(;(/;’, 0 (109a)
m(z) = /%exp(—il%’f)ﬁ(/?, t) (109b)
Denn:

/ (flj exp(—ik )p(F, 1) "’ / &7 / - 5 oxp(—ik ©) exp(ik 7)6(T', 2°) = ()

—56) (77
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Zeitabhingigkeit von qg(l;, t) fii r das freie KG-Feld: KG-Gleichung:

0= (O0+m?)e(x)

2 -

(109) Bk [ 62 - I
0 = /(2%)3 {@—VQ—%mQ exp(—ik @)o(k, 1)

’ i = - =g —
= [% +k o+ mﬂ o(k,t) =0, da V exp(—ik Z) = —ik exp(—ik Z)(110a)

~ —

Also: (k. t) = ¢(k,0)cos(Ext) + ¢(2’ 0) sin(Eyt) (110b)
k
mit £, = VEk%+m?2

Definiere:
ait) = — [Ekg?)(/?, t)+z'7~r(l§,t)] (111a)
2k,
. 1 . -
T — T _ it
d0) = o [Ekd) (k1) — i7 (k,t)} (111b)
¢, | komplexe Komiueation fi klassische Felder
“*\ hermitesche Onjugation ur Feldoperatoren '
TN [ e _ a7
wl(k,t) = 7(—k,1)
1 - .
—i- . _ i
= af(=F,1) \/E[Ekqb(k,t) m(k;,t)] (113)
Mit (113) finden wir aus (111):
- 1 . .
kt) = k,t)+al(=k,t 114
BR0) = —=lalF.0) + ol (<F.1) (114a)
. E . .
7k, t) = i Tk(cﬁ(—k,t) — a(k, 1)) (114b)

und mit (109):

Bk exp(—ikT) - 3k exp(—ik T) ﬂ
= k,t f(—k,t
o) = [ G 0+ [ G R
substitu‘;;n k——k

- / (37:;3 21Ek (GXp(—z'Ej;’)a(E’ t) + eXp(iEf)aT(E, t)) (115)
m(r) = oL = ¢(x) = ﬁ(E, t) = ¢(/;, t)
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0 * o, -
5(110) = m—i—k +m?| 7(k,t) =0
2
;(111) = {%4—%24-7712} a(k,t) =0
(sieht man auch aus 0 = (O + m?)¢(z) mit ¢(x) in (115))
Losung;:
a(k,t) = aj exp(—iEyt), aE:a(lZ,O)
at(k,t) = a%exp(%—iEkt)
(115) = o¢( )_/ o (ag exp(—ikz) + af. exp(ikz)) (116)
x) = on) Vo, agexp(—ikz) + agexp(ikz))| =~
[ Bk [E, , P
und m(z) = —z/ oV 2 (ag exp(—ikz) — a exp(ikz)) - (117)

Bemerkung: Wie ist ein Integral iiber einen Operator definiert?
Beispiel: In (117) ist m(z) der Operator, dessen Matrixelemente (f |7 (x)| i) durch

i B 5 g ek (7 ) explik)

gegeben ist. ((f|ag|?) ist eine ,normale“, komplexe Funktion von k). Mit (111) und (109)
konnen wir [az, ajz] aus (105) und (106) berechnen.

KO=FE,

op.al) = g [BO(E.0) + i7(F,0), Bud" (F,0) — i7" (7'0)]

- 72\/m/d3fexp(ilgf)/d3gexp(—ig’g)iEk/LW(f, O)j,gf)(g', O)l

—~i5(3) (#7)

d°7 exp(—ik x)/d3y exp(zk y)zEk[d)(y 0) 7(Z,0)]
2\/E Ey / ~ 2 7
R z5(3)(x 7)

E ! e 7 1 E — -
- 1 [ =E /d?’x exp(i(k — k') Z) + 3 Ek /d?’fexp(i(k' — k) ) (118)
k/

)35(3>(k k) (27)363) (k—k")
= (2m)36®(k — /%’) (119)
Ebenso findet man (nun wegen eines relativen ,,—“-Zeichens zwischen den Termen):
lag, ag] = [a,T;> a,T;/] =0 (120)

Hamilton-Operator

H= / BT / &7 E(# + (Vo) +m?¢?) + V()
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H ist zeitunabhéngig wegen des Noether-Theorems.
= wihle im folgenden ¢t = ¢’ in den Feldern ¢ und 7 rechts.

—

o H) = [ET50 Pl r@e o+ bl (Fol) ) (12D

R

(@) [p(x),m(2")]+[¢(z),m(x")]m(z")

[¢(x), (Vo)) = [6(x), 0;0(x")D;(x")]i=r
= [¢(2),0;0(2")] 9;0(2") + 9;0(x)[d(2), D;¢(2")]
N—_————
0516), 0] = [6(), (Vo) = 0
X 5/0_/
(121) = [p(z), H] = / Bir(t,2)id®(E — 7 = in(t, T) = ip(x) (122)

Dies ist die Heisenbergsche Bewegungsgleichung fiir ¢ !

(o). H) = [ @75 [In(0). 00N 4 m2)o(e) + @) Vo)) (123)

part. Int.: f(%(rb)2=*f¢>v2¢

Fir V(¢) = chd)”:

n

Wegen

7, 0" = dlm,¢" |+ [7.0] "7

—i6®) (T—a)
findet man durch vollstdndige Induktion:
[7(x),p"(z)] = —ne" H(2)id® (Z — ), also
0
@) Vo)) = Y elnlo) 6"(o)] = ~i(& - 7))
(123) = [x(z), H] = / B <—¢5<3> (Z — 2)(=V? +m?)p(z') —i6® (& — f’)g—‘;(w’))
P oV
= —i(=V*+m?)¢(z) — za—d)(a:) (124)
Aus (122) und (124) findet man:
$a) 2 it H) = il )2 (7 =)o) - G (125
= (D+m2)d)+g—‘; =0 (126)
oL oL

"9(0.0) 00
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1 2
fir £ = 5(@(1))2 - m7¢2 — V(o) (89), der Lagrangedichte des wechselwirkenden, reellen KG-

Feldes.
AuBerdem: (124) = [r(x), H] = i¢(x) = in(z) (Heisenbergsche Bewegungsgleichung fiir w(z))
D.h die Zeitentwicklung der Quantentheorie die durch die Heisenbergsche Bewegungsgleichung
fiir die Feldoperatoren ¢ und 7 gegeben ist, reproduziert in (126) das Ergebnis der Euler-
Lagrange-Gleichung.

= Konsistenztest, dass kanonische Quantisierung Sinn macht.

Logik:

Klassische Feldtheorie Quantenfeldtheorie

Vertauschungs-

§Z5, /U — relationen
(105),(106)

¢, T

Noether-Theorem

Euler-Lagrange-

Gleich 1
cleiing Hamilton- (105)1<106) Hamilton-
Funktion H Operator H
Heisenbergsche BGL.
BGL (O+mY)p+ 9L =0 - ~ (¢, H =ip, [# H]=ir

Der Hamilton-Operator fiir eine freie Theorie (V(¢) = 0), ausgedriickt durch die Auf- und
Absteigeoperatoren, lautet:

H :/g)T’;Ep (a;aer %[ p,a;]) (127)

Der Ubergang von der klassischen zur quantisierten Theorie ist nicht eindeutig, weil Qp, y, TIUT
in der klassischen Theorie vertauschen.

= Der Koeffizient von [ay, al] ist unbestimmt.
Der Beitrag von [a,, a;] entspricht der Grundzustandsenergie der co—vielen harmonischen Oszil-
latoren und muss substrahiert werden, um endliche Energien zu haben. Diese Unbestimmtheit
hat keine Auswirkungen, da sie nur den Energienullpunkt verschiebt. Es gilt:
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[H,al] = Eyal (128a)
[H,a,] = —Epay (128Db)

a, und aITJ sind Vernichter und Erzeuger, aber von was? Der Zustandsraum ist noch nicht
bekannt. Wir erreichen den gesamten Hilbertraum durch mehrmaliges anwenden von Erzeugern
und Vernichtern.

Grundzustand |0) mit (0|0) = 1 ist definiert durch az|0) = 0 fiir alle p.

Jetzt stellen wir die Verbindung zur Physik her und interpretieren |0) als Vakuum.

Mit .
p
H:/WEPGLGJP

findet man die Vakuum-Energie: (0|H|0) =0
D.h. die korrekte Vorschrift in der Behandlung von a,, aL in den Noether-Ladungen ist die so-
genannte Normalordnung bei der die Vernichter rechts von den Erzeugern stehen. Manchmal
schreibt man

: a;f)ap: =: apaT: =a
Was erzeugt nun a)?

Definition:
7) = \/2E,d} |0) (129)
a [Py = 2E,((21)*6¥ (5 — @) + ala,) [0) = \/2E,(27)*6® (5 — §) |0) (130)
(129) = (710) = 2/E,E,(0]agal |0) = 2\/E,E, (0] (27)*6®) (7 — p) + alaq |0)

— 2B,(2m)%6) (7 - p) (131)

= Die Normierung ist so, dass |p) Dimension —1 hat.

H|p) = +/2E,Hd}|0)
(128)
= 2E,(alH|0)+ [H,al}]|0)) =" \/2E,E,al |0)

=0

= E,I7) (132)

= |p) ist Eigenzustand von H mit Energie E, = \/p? +m? = |p) ist Einteilchen-Zustand, aus
(129) interpretieren wir aL als den Erzeuger eines Teilchens mit Impuls p.

Zwei—Teilchen—Zustand:
D, @) =\/2E,\/2E, a =\q,p) (133)
= KG-Feld beschreibt Bosonen.

N-Teilchenzustand:
D1, D) = 2E,, .. .\2E,al ...l |0) (134)
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Poincaré-Transformationen (A,a) € P:ax — 2’ = Az +a
Zwei Zustande |¢) , |1s):

Wi = Ul\a) [ (135)
——

€Darstellung von P

Die Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Amplituden erfordert:
!
‘WH%)’ = [{(Y1|1a)| = }<¢1‘U+(Aa@)U(A>G)W2>}
= U'(Aa)UN,a)=1

U(A,a) ist unitére Darstellung von P : U(A,a")U(A,a) = U(AN'A,Na+ ')
Vakuum-Zustand soll ein Singulett-Zustand sein, also in allen Bezugssystemen gleich:
U(A, a)|0) = [0)

Wie transformieren sich Feldoperatoren?

Klassisches Skalarfeld: ¢(x) — ¢'(2') = ¢(z)

Matrixelemente der Feldoperatoren sollen sich wie ein klassisches Feld transformieren:

(Wrlo()im) £ (16 (2 i) = (U (A, ) (YU (A, a) i)
= U\, )¢ (@)U(A,a) = d(x) (136)

Aus (136) konnen wir U(A, a) bestimmen. Zunéchst betrachtet man reine Translationen: Suche
U(0,a).

Wihlex = 0=12'=a
= ¢'(a) =U(0,a)p(0)U"(0,a) (137a)

Reine Zeittranslation: a = (¢, 0,0, 0) _
In (122) haben wir mit der Heisenbergschen Bewegungsgleichung gefunden, dass i¢ = [¢(x), H]
Losung:

oz, t) = exp(th)qS.(x, 0) exp(—iHt) (137b)
denn, —i¢p = —Ho(x) + ¢(x)H

Vergleich mit (137)
U(0,a) = exp(iHayp) fur a = (ao,0,0,0) (138)

Analog zur Herleitung von (122) findet man:
[6(x), P] = =iV (139)
also
d(x,t) = exp(—iP Z)$(0,t) exp(iP 7)
D 00,a) = exp(—iPa)fiir a = (0,d) (140)
(138) und (140) kombiniert man zu:
U(0,a) = exp(iPa) (141)



Kanonische Feldquantisierung ( Revision : 400 ) 38

Fiir Lorentz-Transformationen U(A,0) kénnen wir genauso verfahren. Die Noether-Ladungen
(siche (99) und (100) fiir Drehungen) erfiillen Vertauschungsrelationen mit ¢ analog zu (122)
und (139). Speziell fiir Drehungen A = A(0, §):

U(A,0) = exp(—i@ L) (142)
mit L, WL / B7(7) = — / BEH(VS) i T

Schematisch:

Klassische Feldtheorie Quantenfeldtheorie

Symmetrie unter

x— 2, ¢ — ¢ mit ¢ = exp(iapQyr) o exp(—iarQy)

Parameter a;

\ )
Noether-Ladungen
Qs erhalten = Q@ Operatoren
(122).(139) & [0(2). B,] = idole) (143)

= [n(z), P = [¢, Pl =i0.¢(x) = i0,m(x)

a(k,t) = agpexp(—iEyt) = exp(iHt)ag exp(—iHt)
exp(—ipT)ag exp(ip'

(107), (108), (111) = {

= exp(iPr)agexp(—iPx) = a exp(—ikx)}ko:Ek (144)

) = ajg exp(ik T)

Ein Ein-Teilchen-Zustand transformiert sich also unter unitidren Transformationen wie

5 E, =FEp (144) . . o
7) = |7') '="\/2E,al,[0) =" \/2E,al exp(ipa) |0) = exp(ipa) |p) (145)

po=Lp

Alternativ: P*|p) = p*|p) mit p® = E, = exp(iPa) [p’) = exp(ipa) |p)
Unter Lorentztransformationen

r — o' =Ax
— — — 3
5) — 7)) =UMN0)IF) = |(Ap))
s E
(Ap) : rdumliche Komponente von A ( pﬁ’ )

Bemerkungen:
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1.

d*p >y

2E,  2\/p? +m?

ist ein Lorentz-invariantes Integrationsmaf:

d3—r

p —
2V/P?+m?  2\/p* +m?

D.h. wenn f(p) Lorentz-invariant ist, dann ist auch [ % f(p) Lorentz-invariant, denn
P

> > a2 [ dz 1
/ dp’6(p* — m®) = /0 dp’s(p°? —p* —m?) T E /O mé(x—ﬁg—m%:ﬁ
p

0
d>p
also /Q—éif(p) — /0>0 fl4p 5(p* — m2)f(PZ

Lorentz-invariant

Orthogonalitdt der Teilchenzustéande

(G- qnlpy- - Pu) <§1---§N\@;1---@;M’0>
= <0‘6Lﬁ‘1 ...aﬁhf\@...§N>*
o (0]ag, .. .aﬁMajﬁ . .a}M |0)*
Falls ein p; ¢ {qi...¢n}, dann kann man den Erzeuger aj nach rechts durchtauschen

und aﬁja% . .agM 0) = a; . 'aijaﬁj |0) = 0.
D.h.

Mit unserer Identifikation in (129) als Einteilchen-Zustand mit Impuls p, den Vielteilchen-
zustédnden (134), der Fourier-Darstellung (116) und den Vertauschungsrelationen (119), (120)
konnen wir nun alle Matrixelemente der freien Klein-Gordon-Theorie bestimmen. (d.h. die freie
KG-Theorie ist exakt lsbar)

1. Zusammenhang mit ebenen Wellen

o(x)]0) = /%ﬁ (exp(—z’px)&ﬁjtagexp(ipw))

/ TP 1 pips) )
= ————exp(ipx) |p
(2m)3 2E,

= Superposition von Einteilchen-Zusténden,

10)

PO:EP

die wie ebene Wellen propagieren
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2. Zusammenhang mit der relativistischen Quantenmechanik

dS i
(Olp(z)|p) = O’/ L ap exp(—ip'z) + aj exp(ip'r))y/2Epa |0)

Term o (0]aja; |0)—0
\,_/

=0
Term oc (0| aﬁra; 0) = (0] (27)368) (5 — ') + a;aﬁr 0) = (27)368) (5 — )
——

=0

Ol¢(z)lp) = (0] Zg%vggwm—W@@ﬂ%@@>ﬁH®

= exp(—ipx) mit p’ = E, (146)

(0]p(x)|p") hat die Eigenschaften einer Einteilchen-Wellenfunktion

z.B. (O+m?) (0]¢()|p) =0

= Kontakt zur relativistischen Quantenmechanik, die auf Probleme mit Energien unter-
halb der Paarerzeugungsschwelle 2mc? anwendbar ist.

3. Ubergangsamplitude von |71p5) in |71¢)
1
4/ B, Ep,Eq By,
= (0lag,af,|0) (21)*6@(@ — 1) +<0‘@q1%1a@ a}, |0)
(2m)°0% (g — 2)0 (@ — p) + (2m)°0 (@ — )0 (@ —p2) - (147)

({1@|pr2) = (0lag agal, al |0)

Feynman-Diagramme fiir diesen ,,Streuprozess® in der freien KG-Theorie:

— — — —

P2 q1 b2 q2 . .
° > PY P2 q
= +
P a1
B B ® » L ﬁl q—»l
b1 42

Es findet keine Streuung statt, die einzelenen Impulse bleiben erhalten.

4. Ein Monom ¢™ mit n > 3 heifit (Selbst-)Wechselwirkungsterm. Betrachtet man verschie-
dene Impulse ¢, ¢>, p1, p» und

/ d' (i3] 64(2) 7o) (148)
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Zunéchst mit (137) und (141)
¢(x) = exp(iPx)p(0) exp(—iPx)
¢'(r) = exp(iPz)¢*(0)exp(—iPx)
und exp(— ZPiU) ’p1p2> = |pip2) exp(—i(p +P2)$)\pg:Epi
)

@1%‘ ¢ ( ) |p1p2 = exp( (L + ¢ — ﬁ2)f) @@2‘ ¢4(0) ‘171172> (149)

Betrachte z = 0:

&F Py 1 1
40 — /—1.../ 4 PR &F—f—&t -..aF_i_at
#10) (2)? (2m)* \/2E,, \/ZEM( v o) (om + ar)
1

- — 4 - —
0
1./E, E, B, B, <Q1Q2|¢()|p1p2>
/ / 37y
4w/Ep1Ep2quEp2 27)3 2ET1 (2 )3\/2E

(0l agyag (s + aly)(ar, + aly)(ar, + al,)(az, + af,)af ol 0)  (150)

P11 P2

Ziel: Erzeuger nach links, Vernichter nach rechts durchtauschen. Die einzigen nichtver-
schwindenden Terme kommen wieder aus Kommutatoren (z.B.)

ag,al al, 0) = (2m)*6®) (7, — py)al, 10) + (27)°6@) (7) — pa)al 10) (151)

pP1 P2

Diese Operationen kann man graphisch darstellen:
p1

P P
T4
Erzeuger Vernichter = +
T4
- %' P2 /;72

Entsprechend fiir das Durchtauschen von aq nach links:

<O| atﬁatﬁa;;; = (152)
F4 F4
. i 4 /a
~———————— +

@1
]
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Offensichtlich tragen nur die Terme in (150) bei, in denen die Zahl der Vernichter und
Erzeuger gleich ist. Beim Durchtauschen der Erzeuger a}j nach links und der Vernichter
ar; nach rechts findet man ¢-Funktionen, die wir mit einer Linie bezeichnen.

¢*(0) < (ar, +al) - (az +al)

1

4 V Epl Epz EQI Epz

(@132] ¢*(0) |Pr1%2)

NI
_/ B, / B, \_+_
~ ) (@n)3 25, (27)3\/2E,, / L

alle Permutationen
von (Tl, o, T3, T4)

B4
AP andere unzusammenhéngende
Graphen
/Piz é’z\‘

Alle unzusammenhiingenden Graphen verschwinden, weil z.B. 6®) (¢ — @) = 0 wegen
unserer Annahme p; # ¢}

1
4/ Ep, By, Eq, Ep,

d3F1 s 'd3F4 (271')12

= 63 (g1 — )6 (py — )0 (G — 75)0® (g, — 7
/ (G @R, P TR O = 7)o )
+Permutationen von (7, 7, 7’3, 7'y

_ ! 41

4 V Epl EPQEQIqu '

(@1%2| ¢*(0) |71p2)

Also
@152‘ ¢4(0) ‘171172> = 4!

mit (148), (149) und (q1¢| ¢*(0) [p1p2) = 4! finden wir

[ s @il @) i) = (238G + G i~ )

Gesamtimpuls ist erhalten
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fiir paarweise verschiedene py, p2, q1, ¢2. Matrixelemente wie in (148) treten in wechselwir-
kenden Theorien auf. Wir haben sie durch Feynman-Graphen dargestellt.
\Pll lﬁ/\v

7% @hat die zum Term [ d*z ¢*(x) gehdrende Streuamplitude dargestellt. Wir
konnen sie graphisch berechnen durch zeichnen der zusammenhidngenden Graphen (nur
ein Graph in unserem Beispiel).

1 _sN . . . .
|f)=—==(2n) 2 /d3p1~-~/d3pr(p1...pN)aLI...aLN 10)
ist ein Wellenpacket aus N-Teilchenzustdnden. O.B.d.A ist f symmetrisch bzgl. p; < pj;

(F15) = i [ [ @ [ e [ m 16
T

(0] ap, . ..apya .a;N |0)

N

=@2m)3N Y sy é(g) (p1 — ﬁm)) 68 (PN — ﬁw(zv))

g

p1 "

'
N! Summanden

1 . . . .
= ﬁ(Q?T)_3N(27T)3NN!/d3p1~-~/d3p]\[ \f(pl...pN)\Q

—

Alle N! Summanden liefern das selbe wegen Symmetrie von f(p] ...py).

(f1F) < oo fi /d351-~-/d3ﬁzv (B ) < o0

Diese Wellenpackete bilden den Hilbertraum der quantisierten KG-Theorie, den s.g. Fock-
raum F.
Genauer:

f=(fo, f1 (D), f2(P1,D2),... [~ (DL, DN), ... ) €F

(alle Komponenten symmetrisch unter p; «<» p;) mit dem Skalarprodukt

<f\f>=|fo\2+/d3171\f1(171)\2+~-~+/d3ﬁl---/d3ﬁwIf(ﬁl...ﬁzv)|2+"'

und die Wellenpackete fiir |p;| — oo und fir N — oo geniigend stark abfallen, dass

([1]) <o

Betrachte D(z — y) := (0| ¢(x)o(y) | 0). D(xz — y) ist Funktion von x — y, denn

(0] o(x)o(y)[0) = (0|exp(iPy)¢(x —y) exp(—iPy) exp(iPy)¢(0) exp(—iPy)|0)
= <0\¢(:E—y)¢(9)\0> mit (137),(141)
Dlr—y) = / d’p exp(—zp:r)/ d’p exp(lpy)<O‘aﬁa};‘0>

@r?  RE, J| @) 2E, w7
=(2m)?6 (77
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denn Terme mit (0 | a; und a;|0) verschwinden.
= D(x — y) beschreibt die Erzeugung von Teilchen mit Impulsen p’ am Raumzeitpunkt y, die
zum Raumzeitpunkt x propagieren und dort von ay vernichtet werden.

De—y) = [ (jjgﬁexm—zp(x —y) (153a)

0_,0
1. Fall (z —y)*> > 0: Wihle Bezugssystem mit Z = ¢/, also x — y = (x y ) =: (t)

0 0
(153a) d3p 1 ,

D) "= D - :/ exp (—iv/? + m?t) 153h
(?) (z =) e ke p (153b)
= in / d |p] ¢ exp <—i P2+ mQt) mit Polarkoordinaten

(2m)? 2y/P% + m?

2|pld
Subst: E = /2 + m2 = |l = VEZ —m? dE:M
Vvprt+m

D(t) = (27;)3 / dEVE? — m2 exp (—iEt) (154)

Das Integral (154) konvergiert nicht. Erinnerung: D(¢) ist Distribution und muss mit Testfunk-
tion f {iberintegriert werden:

/ dt £(t) D(t) = (27;)3 / AENET = 2 / dt (1) exp (—iE?)
2w f(E) F;;rier-Trafo

~
dieses Integral konvergiert

Einfacher: (154) ist analytisch in ¢ fiir Im¢ < 0, denn mit ¢ = ¢, + it; ist
exp(—iFt) = exp(—iFt,) exp(Et;)
——
gedampft fir ¢; <0

D.h. wir kénnen (154) fiir Im¢ < 0 ausrechnen und dann analytisch fortsetzen zu reellem ¢.

D(t) = lim D(t - i9)

Aquivalent zu t — t 4 id ist

00 10

/ — / ,Konturdeformation*
m m

8
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3

Im F

Fiir t — oo findet man

D(t) ~ exp(—imt)(—1 — i)y/Fm2(mt) =2 {1 +0 (i)} (155a)

mt

2. Fall (z —y)? < 0: Bezugssystem mit 2° = ¢/°

(153a) wird zu

7F:f_gu ‘F‘:T

Py 1
Dir— _ RN -
(x—y) / 2r) 2F, exp(ipT)
Polarkoordinaten : p'7 = |p]rcosd
9 o0 2 . - .
_ T /d‘m ‘ﬂ eXp(Z ‘ﬁ‘ T). eXp( ? |m T) (155b)
(2m)3 2E, i|plr
0
. oo exp(id) .
S W P E 1
2(2m)%r /52 + m2
—o0 exp(id)
1
D(z—1vy) ~ exp(—mr)m?(mr)*? [1 +0 (—)} (156)
r—00 mr

D.h. es gibt selbst zwischen raumartig getrennten Punkten x,y eine Korrelation, denn D(z —
y) # 0. Diese exponentiell geddmpfte Korrelation wird durch virtuelle Teilchen vermittelt,
die anscheinend von a; bei ¥ erzeugt und bei & von ay wieder vernichtet werden.

Beachte komplexes KG-Feld und (x — y)? < 0. D(z —y) = (0| ¢'(x)é(y) |0) beschreibt dann

0 0 Teilch
oy } die Propagation von virtuellen { erichen } von

in einem Bezugssystem mit { 20 < 40 Antiteilchen

i nach ¥
Znach y [
Eine konsistente relativistische Quantenfeldtheorie enthélt mit jedem Teilchen auch ein Anti-

teilchen mit gleicher Masse; dabei konnen Teilchen und Antiteilchen wie im Fall des reellen
KG-Felds oder Photonfelds identisch sein.

Kommutator [¢(x), ¢(y)]
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(r—y)? <0: [p(x),d(y)] = 0, denn es gibt ein Bezugssystem mit 2° = y° : [¢(2), d(y)]|0_y0 =

0 wegen Lorentzinvarianz ist [¢(z), ¢(y)] = 0 in jedem Bezugssystem mit (z — y)* < 0. Mit
(116) finden wir sofort
>y d3q
x), =
6(2), 6(0) | e | e

azexp(—ipr —|—a~e 1px), agexp(—1 + a-exp(? ]
[p xp(—ipz) + a Xp(p ) agexp(—iqy) +agepliay)]|

e [ L o it ) explinte )

1 (157)
p°=E
153a
" (D@ —y) - D(y - )1
= [¢p(x), ¢(y)] ist proportional zum 1-Operator in F. An (155b) verifiziert man sofort, dass
D(z —y) = D(y — =) firr (z —y)* < 0 also [¢(z), ¢(y)] = 0.

(z—y)? > 0: Hier verschwindet (157) hingegen nicht. Mit (155a) finden wir (im Bezugssystem
mit ¥ = g):

[6(2), 6(y)] oc m?(mt) ">/ (exp(—imt) — exp(imt)) fiir t — oo
Fiir (x — y)? < 0 und ¥ # ¥ findet man analog

folgt fiir 4 = 0 aus (105)

[0,0(7), 9(y)] =0 = { folgt fir = 1,2,3 aus 9, [¢(x), d(y)]] o =0

20=y

Observablen wie die Viererimpulsdichte 7 in (93), (94) sind bilinear in ¢, d,¢. D.h. fiir (z —
y)? < 0ist z.B. [T2(x), T2 (y)] =0

= Messungen an verschiedenen raumartig getrennten Punkten x,y vertauschen miteinander -
diese Eigenschaft heifit Mikrokausalitit.

Postuliert man ,,falsche Vertauschungsrelationen fiir die a, a; (Fermi-Dirac fiir ganzzahligen
Spin, Bose-Einstein fiir halbzahligen Spin), so ist die Mikrokausalitit verletzt.

= Spin-Statistik-Theorem

Der Kommutator ist wegen [¢(x), ¢(y)] =1 (0] [p(x), ¢(y)]|0) einfach zu studieren.

Fiir 20 > ¢

(0115t 00110) 2 [ [exp(_;%j —)| el —y)

] (158)

POZEP

(Im 2. Term wurde p — —p substituiert). Nun ist fiir z° > 3°:

1 -1
- d 0 _
omi . W exp(—ip”(z” — y°))
Pole bei p0=++/p2+m2=+E,
_ __1 deeXp( ( O)) exp( g3 (I -y )) + eXp(iEp(.I‘O _yO)) (159)
2mi Jo (° = E,)(° + p) 2E, —2E,p

vV Vv
Residuum bei p9=FE, Residuum bei p0=—FE,
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VAR W R W

e )

Der Halbkreis trédgt nicht bei.
(159) — (158) liefert

(0][p(x),0()]|0) = Dg(x—y) fir 2° > y°

mit Dy(z — y) = / (;ZWI; /C %]ﬂ :1m2 o (vl — 1)
_ [ 2 o
B /(27r)4 /C dp 7 —m? p (—ip(z — y)) (160)

Fiir 2° < 4° miissen wir in (160) die Kontur C__ in der oberen Halbebene schlieBen. Es wird
dann kein Pol eingeschlossen und

Dp(xr —y) = 0 fiir 2° < ¢°
Dr(z —y) = O(z"—3")(0][¢(x),(»)]]0) (161)

(8,0" + m*)Dg(z —y) = (060(z" —y”) (0][p(x), d(y)]]0)
+2(9,0(" —1")) (0][0"¢(x), $(y)]0)

+0(a” —y") (@ +m?) (0][6(z), 6(y)] |0) (162)

Der erste Term in (162) ergibt:
00(2° — y°) = 0,0"0(2° — y°) = p6(z° — 3°) = &' (2° — ¢°)
also

(@O0(z° — ") (0] [6(2), 6(y)]|0) = &(2°—3°) (0][¢(z), ¢
= —5(z° —4°) (0] [Boo(x

denn &'(¢) f(t) = —d(t) f'(t) —6(t) f(t)

—~

y)I110)
,0(y)]10)

~—

SBIQD

Beweis: Sei g(t) beliebige Testfunktion:

/ a3 (1) f / at §(t () g 1))
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Weiter ist
0(2° —y”) (0][(2), d(y)][0) =0
Der dritte Term verschwindet wegen ({0 + m?)¢(z) =0

(162) = (O +m*)Dr(z —y) = —0(a" —y") (0] [r(2), 4(y)]|0)
+20(" =) (0] [7(2), 6()] | 0)
—i6(3) (7-7)
= —idW(z —y) (163)

= iDg(z—y) ist die klassische, retardierte Greenfunktion zum Klein-Gordon-Operator (J+m?.
(D.h. f(z) = /DR(Q: — y)g(y)d*y ist Losung der DGL (O + m?) f(x) = g(x).) Zur Probe

berechnen wir Dg(z — y) aus (163) mit einem Fourier-Ansatz:

Dt =) = [ G52 exp (=it (z = 1)) Do) (161)

Einsetzen in (163) und Multiplikation mit exp(ip(x — y)):

/ (CZZ:); (—p” +m*) Dr(p)) exp (i(p — p')(x — y)) = —i6™ (z — y) exp (ip(x — y))

Integration iiber z ergibt wegen

/ d'zexp(i(p—p)z) = 2m)'6W(p—7p)

(=p* +m*)Dr(p) = —i
Dr(p) = ﬁ 1)
Wiy = [ G e e )

Zunichst beliebige Kontur, die den Polen bei p? = m? ausweicht.
Dp(r—y)=0fir2 <y’ =C~C__

Nachteil: Dg(z — y) ist proportional zu ©(z? — 4°), also nicht analytisch in 2% — ¢°.
Besser: Feynman-Propagator

Dp(z —y) / o exp (—ip(x — y))
J— — — eX i J—
F Yy o, (277-)4 p2 — m2 p p Yy
pO
—Ep 4J’\_>¥
\ | [ I >
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Man schreibt

Dp(z —y) = / (ng;l e 777;2 5 &P (ip(z —y)) (166)

und versteht den Limes 0 — 0. In (166) liegen die Pole py = ++/p? + m? —id ~ +(E, — id)

‘ 0
p

—E, +1i6

E, —i6

7 7
i 7 P — 4y ——
/ pr—m2+i5 /C pr—mQ

0_,0
Dp(x — y) in (166) heiBt Feynman-Propagator. Fiir { io i ggjo } konnen wir die Kontur in

und fir § — 0 ist:

oberen
unteren

(166) in der
aus (153a): {
Dp(z —y) =0O(2" — ") D(z — y) + O(y° — 2°)D(y — z) = (0| T o(x)d(y) [0)  (167)
Mit dem zeitgeordnetem Produkt
T ¢(2)p(y) = T d(y)d(x) = O(2° — y°)p(2)d(y) + O(y° — 2°)p(y) () (168)

D.h. das Feld zur kleinsten Zeit steht ganz rechts. Fiir mehrere Felder hat man:

To(z1) - o(an) = O(a) — 25)O(ah — 25) -~ O(ay 4 — z,) p(x1) -+~ P(xn)  (169)
+Terme mit allen Permutationen von (1,...n)

} Halbebene schlieen und finden mit D(z —y) = (0| é(x), d(y)|0)

4.2 Komplexes Klein-Gordon-Feld
L=0,00"¢ —m||

ey 1
= x) = ———( ay exp(—ipz)+ b exp(ipz 170
o) = [ s G i) & elipn)) (170
vernichtet Teilchen erzeugt Antiteilchen
M M
[aﬁ 7bﬁ' ] - 0
o, ap] = [ty 0] = (2m)°0 (7 §)
U(1)-Symmetrie ¢ — ¢pexp(ia) L — L erhaltene Ladung (siehe (103))

. — &*p
Q = / dTi(¢"¢ — ¢"¢) = / d*Fi (470 ¢) =i / (2753 (ayas — bybs)

Dp(z—y) = (0| To'(x)e(y)]0)
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4.3 Dirac-Feld
Mit )
ot = %Wﬁ”] (171)

N
ist exp(z'wu,,%) eine Darstellung der Lorentzgruppe. Wir hatten in (44) einen Spinor definiert

) = (ig) in Weyl-Basis

Transformation unter Lorentztransformation A:

D0.1/2) 0 3
I __
Y-y = ( 0 D/2,0) n (172)
mit
DYZO(A) = exp <(z’<ﬁ—ﬁ)%) (173a)
DOYD(A) = exp ((¢<ﬁ+ ﬁ)%) (173b)
Drehungen:
1
Woy — O,ij: égjklﬁol (174)
. 1 .
denn wjy, Mk = §€jkl 901 MI* = QOZJZ
0% (174 1 Lok 1 [0 of 0 o
wjk7 = ZéjszO o’ = Zéjkuﬂ 5 7 0)'\g 0
B Eg' , [0k — aFol 0 gh=—ok le- 1 (Ejkn0™ 0
8 ikL P 0 glok — okai A 0 Ejkn0"
denn [0, 0*] = 2igjp, 0"
5jkl5j12:25nl 90" (% 0) _ ((,5% 0 )
0 % 0 &3
. O_jk D(O,l/?) 0 )
= exp (zwjkT) = ( 0 D(1/20) fiir Drehungen
Boosts:
U
wir = 0, wro = —wor = Ek (175)
Wt = woroF + wroo™ = 2wora™ = dwer[Y°, V]
ot 1 gk — ok 0 . —oF 0
Wi Ty T QU 0 ok —gh) TR g gk
= w J—W =u _§ 0
uv 9 — Wk 0 U—;
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gk D0.1/2) 0 )
= exp Wik—~ | = 0 D20 fiir Boosts

Damit haben wir o in (171) als Generatoren der Lorentztransformationen auf Dirac-Spinoren
identifiziert. Losungen der freien Dirac-Gleichung:
Spinorfeld ¥ (z):

d3
o) = [ G D > (wmenin +ifr@en)|, , 0
u®,v° sind Spinoren, also Grofien, die sich unter Lorentztransformationen wie
ot
u’(p) — u*(p') = exp (iw/“’T) u®(p) (177)
transformieren (entsprechend fiir v*(p)).
ag, b sind Operatoren mit
{a atf} - {bg, bj;} — (2m)6) (5 — 7)o" (178)

Alle anderen Antikommutatoren verschwinden.
aLf erzeugt Fermion mit Impuls p'und S3 = 3/2 — 1 (S3 im Ruhesystem definiert). b;r; entspre-
chend fiir Antifermionen.

Spinoren:

(F—m)u(p) = 0 (179a)
(f+m)v’(p) = 0 (179Db)

Losung von (179) in Weyl-Basis. In der Dirac-Basis findet man:

1 0 0 0
1 0 2 1 1 0 9 0
W)= | | Vm. 0= vm DO =] | Vm 0 =] ]| Vm
0 0 0 1
Beliebiges System (k° = Ey = \/ k2 + m?)
E+_m§(a)
) = —EM ey [ V2 (180)
2(Ey, +m) gk __¢(a)
\/ 2(E+m)

Gk
. B £
v (k) = MU(Q)(O) _ | V2EEm) (181)

2(Ey, +m) /B
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Die Antivertauschungsrelationen in (178) implizieren:

= 0T — §)das (182a)

0

{ta@. b} ,

=Y

) s}y = {Ul@.vbw}|, =0 (182b)
Noether-Ladungen
d3p
Energie: H = / (27r E ZE aTSas + bTSbs) (183a)
Dreier-Impuls: P = / E Zp &TS >+ bTSbS) (183b)
. dgﬁ st pisye

U(1)-Ladung: Q@ = ok (ajy aj— b;b) (183c)

Mit ]
(p0) () = pups0”'e” = Spupi{0”, 0"} = pup = p* = m’ (184)

—2ghv

und (in der Weyl-Basis)

v = (V%)

findet man die Spin-Summe:

Zus(@as(@ = <\/\/g§ ) GRNTAU

s=1,2 s=1,2
(184) s 10
184 (;; ];Z) denn Zg )fT (O 1)

s=1,2

= pY*+ml=py+m (185)

Ebenso:

d v @) =y—m (186)
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Dirac-Propagator

(O a@ia)10) = [ (g w10 explin(z )

g

~
[ +m] Bswhe (185)

= [id + m]ag/ (;lﬂ]; % exp(—ip(z —y))

(153a) .
= i +ml,s D(x—y)

KG-Propagator

(O10s(0)0n(a)10) = [ G537 50 exp(—inly — )
p S

7.,
= —[ig+m],; Dy —z)
Aus der Summe von (187) und (188) finden wir

(01 {ta(2), Us(y) } 10) = [iJ +ml,5 (D(z —y) — D(y — x))
Mit Dg(z —y) =0(z" —y ) (D(z —y) — D(y — x)) erfiillt

Si'(w—y) = Oz —y°) (0] {tu(x), ¥s(y)}0)
wegen (189): Sg(z —y) = (iJ+m) Dgr(x —y)
Mit
(ig —m) Sg(z —y) = ((ig)* —m?) Dr(z —y)
= — (04 m®) Dr(z —y) = i@ (x —y)
= —iSg(z — y) ist retardierte Green-Funktion

Feynman-Propagator:

Se(z—y) = (0|T¢(x)¢(y)]0)
_ /d4p i(y +m)
(

IS TR exp(—ip(z — y))

Fiir Fermion-Felder ist:

I
O
—~
8
|
<
N
<
Q

T 1o (2)1(y) (@)¥s(y) — O(y" — 2")¥s(y)vha(2)
) ) )

Top(r1) ¥ (2) = Y SETO(Tr(t) — Tn@) *  OTn(net) — Ta()) ¥ (1) - -

Achtung;:

53

(187)

(188)

(189)

(190)
(191)

(192)

(=)
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5 Wechselwirkende Felder

5.1 Operatorformalismus fiir KG-Felder

1 2
L= Lot Lo, mit Lo= L[] = 5(0,0)* = 567 (193)
Lagrangedichte des freien, reellen Klein-Gordon-Feldes
A
Lint[d] = —Hins[0] = —Z&, AeER (194)
Wechselwirkung(sterm)
Euler-Lagrange-Gleichung
2 A g
O+m?] ¢ = —37% (195)

nicht mehr linear in ¢, die verschiedenen Fourier-Komponenten ay exp(—ikz) sind miteinander
gekoppelt.
= L;n: beschreibt Selbstwechselwirkung
Beispiel: Higgs-Feld
Hamilton-Operator:
H = Hy+ Hjp

Holg) = / 0F Hold ()]

Hamilton-Operator der freien Theorie

A
Hunld) = [ &7 56" (196)

Die Zeitentwicklung kennen wir aus Gleichung (137b) (bzw. in differentieller Form aus Gleichung
(122)).

e Operator im Heisenbergbild:
O(t, ) = exp(iH (t — t0))P(to, T) exp(—iH (t — o)) (197)
e Operator im Wechselwirkungsbild (= Dirac-Bild):
or(t, @) = exp(iHo(t — to))o(to, &) exp(—iHo(t — to)) (198)
¢r ist auch Funktion von ¢y (also nicht nur Funktion von ¢ — ¢, oder t)

or(t,7) = ¢1(t, T to)  d1(to, T, t0) = (o, T)
Vorteil: ¢; hat die Zeitentwicklung des freien Klein-Gordon-Feldes (siehe (116))

or(t, ) = / (ap exp(—ipz) + a; exp(ipz)) ‘xoztitm H=E, (199)

Cr ) /28,
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(197) A (198) = ¢(t, &) = U'(t, to)p1(t, Z)U(t, to) (200a)
mit dem Zeitentwicklungsoperator .
U(t, to) = exp(iHo(t — to)) exp(—iH (t — to)) (200D)

i%U(t, to) = exp(iHy(t —ty)) (H — Hy) exp(—iH (t — to))
—

= exp(ifo(t —to)) Hin exp(—iH(t —t))

= H;(t)U(t,tp) (201)
mit H;(t) = exp(iHo(t —to))Hip exp(—iHo(t — o))
— / d%ﬁ%qﬁ‘} (202)

Wichtig: [Hi(t1), Hr(t2)] # 0
Die Losung von (201) ist die Dyson-Reihe:

t

U(t,to) = l—l/dtlH](tl +Z /dtl/dtgH[ tl)H[(t2)+

to

tnl

/ dt, - - / ity Hy(t) -+ Hy(t) + . (203)

Nun ist
t t1 t t1

/ dt, / dty Hy(t) Hy (1) — / dt, / dts TH; (1) Hi (1)

to

/dtl/dtg—f-/dtg/dtl TH[ tl H[(tg)

1y
t__

to +

(t > t; >ty > tg) Im zweiten Integral benennen wir die Integrationsvariablen um: ¢, < ¢, und
nutzen TH(t,)H(ts) = TH(ty)H (1) aus:

/dtl/dtQ H(t)H(ty) /dtl/dtQ TH;(t)H;(ts)
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Durch vollstédndige Induktion:

tn—1

/dt1 /dt Hi(ty) - Hy(t, /dt1 /dt TH;(t,) - Hi(t,)

und (203) wird zu

Ut ty) = 1+Z n‘ /dt1 /dt TH,(t;) - H(ty)

n=1

t

= Texp |—i / dt' Hy(t') ,»Zeitgeordnete Exponentialfunktion®  (204)
to
Eigenschaften:
o Fiirt = tg:
Ulto, to) = 1 (205)
e Unitaritét:
3}
iEUT(t,to)U(t to) = —UT(t to) Hr()U (L, to) + UM (L, to) HI()U (L, t0) = 0
= U'(t, to)U(t, to) = const SN Ul(t, to) unitér (206)
U(tl,tg) = U(tl,to)UT(tg,to)

2000 : :
(2200 exp(tHo(t; — to)) exp(—iH (t; — to))

exp(iH (ty — tg)) exp(—iHo(t2 — to))
= exp(iHy(t; — to)) exp(iH (ty — t1)) exp(—iHo(tz — to))  (207)

erfiillt
Ul(ty, t2)U(to, t3) = Ulty, t3) (208)

und

Ul(ty, ty) = Ulty, ty) (209)
Durch Multiplikation (201) - UT(ts, o) findet man mit (207) die DGL.:

igU(tﬂb) = H(t)U(t,t2)
o
t
~ Ut ts) = Texp | —i / dt' (') (210)

to

(207)(206)

denn Uty t2) 1
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= Auf den Referenzpunkt ¢y (bei dem ¢(to, Z) = ¢;(ty, Z) gewéhlt war) kommt es nicht an.
Wiéhle nun £y = 0:

Vakuum-Zustand der WW. Theorie |0); # |0) Vakuum-Zustand der freien Theorie
Grundzustandsenergie £y = ; (0| H |0),

exp(—iH1) 0) = 3 exp(—iF,t)|n); 1 (nl0)
E,, Eigenwerte von H

Limes t — oo(1 — id)

t—o0(1—i)

exp(—iHt)|0) — exp(—iEnt) 1(0[0) |0),;
t=o0(1=0)  exp(—iHt) exp(iEot)
=10 — 0
= Bt —iHt  Hot
‘O>I HO@ 0 eXp(/L 0 )eXp( 4 )eXp(/L 0 ) ‘O> (211&)
1(0]0)
(207) exp(iEgt)U(0, —t)
= 0 211b
mit to=t1=0,to=—t I (0‘0} | > ( )
t=—oo(1-id) exp(iHt) exp(—iFEgt U(—t,0) exp(—iEpt
analog: ; (0] — (0] ( <)O|0> (ZiEot) _ (0] ( <)O|0>( o) (211c)
I I
t—oo(1—1id) E
mit £ = —t: (0] = (o] LLYexp(Ed) (212)
(010),
U(t,—t)
t=o0(139) (0| U (£, 0)U (0, ) |0
Q1) A(212) = 1= ,(0)0), — O[T (¢, 0)u( . )| >exp(2iE0t)
[(010),]
= [(0[0),]° = i - exp(2iEot) (O] U(t, 1) |0) (213)
Mit (200) und (207) findet man fiir xy > yo:
o(x) ¢(y) = U'(wo, 0)¢1()U (0, y0)¢1(y)U (%o, 0) (214)

so dass wir die Zweipunkt-Greenfunktion

zeitgeordnet t>xo>yo>—t
-’

o (01U 20) 1) Ulo, o) é1(y) Ulyo, —) |0)
t—o0(1-i0) 1(0[0),|* exp(—2i Eyt)

(T fen@) érty) e (< [t Hi(®)) | 10)
a t~>oolglfi6) \<O\O>I|Qexp(—2iE0t)

(211)(212)(214)

0] o(x)o(y) ‘0>1
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Verallgemeinerung fiir 2° > ¢° oder 2° < 4/°

my  OT [er@ arly) exp (=i [ arHi(®)] o)
10| T [o(x) ¢()][0), =" lim o
t—00(1~i8) (0] T exp <—7, I, dt/HI(t/)) 0)

(215)

Hierbei ist definiert:

t

T | 6:(2) 1(y) exp | —i / 4t H (1)

—t

(215) verallgemeinert sich einfach zu

Gn(21 .. ap) 1= 1 (0] T [p(x1) - - ()] |0,
OIT [61(21) -+ brlea) exp (=i [*, dHi(1)) | 0)
= lim - (217)
t—o0(1—id) <0| Texp <—i f—t dt'H[(t’)) |0>
5.1.1 Kaillén-Lehmann-Spektraldarstellung
Eigenzustdnde von H und P:
H|X\s) = Ey[Ng), Ep=Ep(Np) (218a)
Pz = Pl (218b)

Erinnerung: Darstellungstheorie der Poincaré-Gruppe. Eigenzustinde kénnen mit den Eigen-
werten m3 > 0 des Operators P? = P,P* = H* — p? identifiziert werden.
P [Ag) =m3 |Ap) (218¢c)

(AuBerdem mit weiterer Quantenzahl aus W2 = —m3 s (s + 1), wobei s = 0 fiir skalare Theo-
rien.)
Aus (218) folgt mit P? = H? — P

E, = \/p*+m3

my heifit ,,Masse des Zustands A,“. In einer wechselwirkenden Theorie ist my z.B. die Summe
der Ruhemassen eines Vielteilchenzustands plus deren Bindungsenergie.
Mit der Normierung (analog zu (131)):

Mol Ag) = 2B,(2m)* 6¥)(7 - p) (219a)
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ist die Vollstdndigkeitsrelation

B BF 1
1= 00+ [ e M O (2190)

Vakuum mit m=0,E,=0

Also (fiir g > yo):

01600 0 = 3 [ s sm 1 Ol ) Gy, (20

wobei 1 (0| ¢(x) |0); = 0 gewdhlt ist, was sich durch kalibrieren geméafl
¢(x) = o(z) — 1 (0] o(2)[0),
erreichen ldsst. In (220):
HO16@ ) = OlexpliP a)o0)e(—iP 1) )
0 exp(~ip2)|Ay)

(-
= 1(0[¢(0) [Ap) exp(—ipz)|,0_ (nun Lorentzboost von 0 zu p):
01600 85) Db expl—ip D,
= 1 (0] exp(i K )exp(—i iizK) $(0) exp(i izK) |Ao) exp(=ip )| o_p,

A

;(6| #(0),denn ¢ isTein Skalarfeld
— (01 6(0) [N} exp(=ipa)|p_y, (221)
Mit 0
1 . D 1 )
5E, exp(—ip(z —y)) o / W _ml 1o exp(—ip(z — y))

und (221) wird (220) zu (fiir 2° > y°):

NECEOLAED [ s (it = ) 1 0160) o

PO=Ep
. 2
- [ — T S ) L0 N (22
Feynman Propagator mit Masse m
Verallgemeinerung auf z° > ¢° oder 3° > 2:
dM? 9 9
1 (0] T [p(x) ¢(y)] [0), = 5 M) Dr(z —y, M?) (223a)
0
d*p )
: 2y _ .
mit DF('CE - Y, M ) - / (27T)4p2 _ M2 + 15 eXp(_Zp(x - y))
und p(M?) = > 2w 6(M* —m3) |1 (0] $(0) [Ao)[? (223b)

Fiir eine typische Theorie:
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p(M?*) = Y, 2r6(M?* —m3)Z Einteilchenzustand mit Masse m,
Bindungszustinde aus zwei
2 7 \2 !
+ 20, 2w 0(MF = (2my, — E,)°) Z, Teilchen mit Bindungsenergie £/ < 0
Kontinuumszustédnde
+O(M? —4m2) po(M?) z.B. Zwei-Teilchenzustand mit
Relativgeschwindigkeit
m,, = physikalische Masse = Masse aus Lagrangedichte plus Selbstwechselwirkung.
Fourier-Transformation von (223):
~ [dM? i p(M?)
N 4 ; —
Galp) = [ d'a expline) 1 01T [6(0) 00)][0), = [ G
0
i 7 i 7! [ M2 i p(M2)
= —-— L 224
p2—m§+i5+Zp2—(2m§—E,’l)2+i(5+ / 21 p?2 — M? +id (224)
" 4m2
(223) (bzw. (224)) heifit Kallén-Lehmann-Spektraldarstellung .
Analytische Struktur:
P?
Anregungsliicke
Pol 4m,, Verzweigungsschnitt

>

Der Verzweigungsschnitt kommt aus

oo

dM? 9 9
| = = =)

2
4mp

Etwas bessere Art, p(M?) zu schreiben:

m2 Pole bei den p? = (m,, + E!)

,, Zwei-Teilchen-Schnitt

p(M?) = " 2m6(M* —m3) |1 (0] $(0) [Ao), [* + / dA 2 |1 (0] $(0) | Xo), |

AESy

Se

wobei S; das diskrete und S, das kontinuierliche Spektrum des Operators P, P* bezeichnet (und
P? |\) = m3 |)\)). An der Kéllén-Lehmann-Spektraldarstellung (223) / (224) erkennt man:

1. Diskrete Eigenwerte von P? erzeugen einfache Pole

Z. Z 3 ~ . .
P—mitid Gr(p), wie im Fall
p

der freien Theorie. Das erlaubt analog die Interpretation als Ein-Teilchen-Zustéande (Da-
bei kann dieses ,,eine Teilchen* ein Bindungszustand wie z.B. Positronium sein, siehe
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i Zn, )
p*—(2m2 + E))* +id
Unterschied zur freien Theorie: Residuum Z # 1 und m, # Masse in Lagrangedichte.

2. Das kontinuierliche Spektrum von P? erzeugt schwichere Singularititen, Verzweigungs-
punkte.
Mit ¢r = VZ¢ findet man aus (223) / (224):

Gulp) = 1 01T lon() o) l0), = S22 =L 29

d.h. die Zwei-Punkt-Funktion G g(p) verhilt sich in der Nihe der Massenschale p? = m?
wie eine freie Theorie. In die Herleitung von (223) / (224) gingen keine Annahmen iiber
die Lagrangedichte £ ein, nur Symmetrieeigenschaften und milde Annahmen iiber das
Spektrum von P2

5.1.2 Asymptotische Zustinde

Im Wechselwirkungsbild héngen auch die Zusténde von der Zeit ab. Entwickelt sich ein Zustand
|a) fiir £ — oo in einen N-Teilchen-Zustand der freien Theorie

t%oo de . B )
VN € F (226
/ / 2rr) 3N/2\/ﬁ m PN )| PPN (226)

F = Zustandsraum der freien Theorie

so bezeichnet man |a) als ,,Out“-Zusténde (oder ,auslaufenden Zustand®)
Graphisch:

Out-Zustande

Anschaulich: Fiir t — oo tiberlappen die Wellenpackete der N auslaufenden Teichen nicht mehr,
sie spiiren keine gegenseitige Wechselwirkung mehr. Zustéande |3) mit

d*py L. L
227
5 / /zwmm CaE P B BBy (227)

heiflen entsprechend ,,In“-Zustéande.
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In einem Streuexperiment werden In-Zustédnde préapariert. Die aufeinander geschossenen Teil-
chen wechselwirken, die beobachteten aus der Wechselwirkungszone fliegenden Teilchen enspre-
chen Out-Zustédnden, deren Impuls pi,...pxy im Detektor gemessen werden.

Basisvektoren fiir { In }-Zust'ande { P, - 8N>m
Out

- } wobei diese zeitabhéngigen Zustande
P15 DN out

—

N t—Foo | - —
Pt PN)injour — [P1s---Dn) € F (228)

freie Zusténde

Streuexperiment: [P, ... 0n); = [P0 - PN) out

In/Out-Zustéande bezeichnet man auch als asymptotische Zustinde. Wir nehmen weiterhin
an, dass In- und Out-Zustidnde den Zustandsraum H der wechselwirkenden Theorie aufspannen.

H = [{[p1, - on)in ] = {101 - PN gur 1] (229)

(Mithin also H ~ F ist). Im Prinzip kénnte H groBer sein als F, H = F & H', aber Zusténde
in H' wéren in einem Streuexperiment nicht zugénglich. H' entspréiche einem unerforschbarem
Sektor der Theorie. Selbst exotische Félle wie stabile Bindungszustéinde kénnen in (228) / (229)
mit einbezogen werden, wenn man sie zu den Basisvektoren hinzufiigt. (Beispiel: e +p = H,
dh (7 )y [P o)

Zeitentwicklung der Zustdnde im WW-Bild

Heisenberg-Bild:

" (200) = s
H<6‘ Qb(t,l') ‘Oé>H - H<ﬁ‘ UT(t,to)Qb](t,.T)U(t,to) ‘Oé>H: I<67t‘ ¢[(t,$) |a7t>[
—— —— N——— ——
zeitunabhingig Zustinde im WW-Bild
= la,t); = Ultty) |a)y (230)
———
Zeitentwicklung wegen (210) durch H; bestimmt
|Oé,t2>1 == U(tg,tl) ‘Oé,tl >H (231)
o), = Ut —t) o, —t'), "= U, —o0) |a) € F (232)
~—

(freier Zustand)
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Bemerkung: U(t, —oo) bildet freie auf WW-Zusténde ab. Es ist mathematisch unmdoglich,
U(t,—o0) auf dem gesamten Fockraum F zu definieren (Haag’sches Theorem), denn Poin-
caré-Invarianz verbietet, den Limes

t/lim UT(t’ _t/) ’O" _t/>in = ’O‘> cF

gleichméBig fur alle |o, —t"),, € H zu bilden. Der Limes in (232) bzw.

Jim UT(t, 1) Ja,t) 2 Ja)
ist jedoch definiert, der Limes wird fiir unterschiedliche Zusténde jedoch unterschiedlich schnell
angenommen, gilt also im Sinn der schwachen Konvergenz:

Ubergangsamplitude von |a) = )/Zl . /ZN> eFwmul|B)=|p1...pn) E F:

(Blo)y = im (56| ULt t0) Ut 10) o —1), (233)
U(=t.t)
Ist
la,—00) = |a,—00), = 51EM> cF
B, +00) = [B,400),, =IP1...Dn) EF
SO ist
Spa 1= H(ﬁ|a)H:<ﬁ1...ﬁN|S|E1...EM> (234)

mit S = Texp (—z/ dt’ H[(t,)) = Texp <—z/ d4xH1(x))

= Texp (z / N d'x cf(x)) (235)

oo

S heifit S-Matrix oder Streumatrix und beschreibt die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir die
Streuung |« ) — |3). Offensichtlich ist

Sba = out (B |O‘>m
Erinnerung H = H;(¢;) und ¢; erfiillt wegen (198)

0
— ¢ = H 236
Z6t¢1 [¢r, Ho) (236)
¢ und ¢; sind iiber eine unitire Transformation verkniipft, aus (105) folgt also:

[B(x), o )1=pr = 6PN (& — &) = [¢1(2), r(2))i=r
Die in (124) abgeleitete Beziehung gilt auch wie im WW-Bild

[61(x), Ho] = i(V? = m*)¢ () (237)
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und (analog zu (126)) findet man aus (236) und (237)
O+ m?)¢r(z) =0 (238)

D.h. ¢; erfiillt die freie Klein-Gordon-Gleichung und wir konnen ¢; durch Erzeuger aL
und Vernichter a; ausdriicken.

Wir sind nun am Ziel:

Die Streuamplitude in (234)

Sua= (5o Tewp (=i [ ateruto)) Wb ) (239)

ist komplett durch Grolen der freien Theorie ausgedriickt.
Typische Wechselwirkungen:

g ] ot X
a=—r-{ X0 S

Unter Stérungstheorie versteht man die Entwicklung von Sg, in Potenzen von A durch Ent-
wickeln von

T exp <—7,/ d%H;(x)) = Texp (z/ d4x£1(x)>
1
=1 —|—z’/d4a:£1(x) ~3 // d*x d*y TLy(z) Li(y) + ...
Damit entwickelt man .S in Potenzen von A :

S = ZS(") mit S oc A"

Fiir die ¢*-Terme und |a) = |ky, E2> ,|8) = |P1, P2) hatten wir Séla) bereits zwischen (152) und
(153a) berechnet (fiir verschiedene &, ;)

. AL > o7 - 5o — e T
5O =i [ dta 5 (B 61w [ ) = A@05O G+ 72— Fy - )

Eigenschaften der asymptotischen Zustédnde und der S-Matrix:
1. Stabilitdat der Vakuums
10)in =10) g =10}, = (0] S]0) =1

dies ist mit (211)-(213) vertréglich fiir £y = ;(0|H |0), = 0.
(In Theorien mit Ey # 0 konnen sich WW. Zusténde nie in freie entwickeln)
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2. Stabile Ein-Teilchen-Zustande
D) i =

3. S ist unitar
StS =1

wegen S = Texp (i [ d*z L(z)) und L; = ch.

4. |S@a|2 ist Poincaré-invariant, d.h. die Ubergangswahrscheinlichkeit ist unabhéingig vom
Bezugssystem.

) — U(Aa) |a) =la)
=S = U'(Aa)SU(A,a)
und Spor = (BIUSU|a) = Sga

weil £; Poincaré-invariant ist.

Um S-Matrix-Elemente zu bestimmen, miissen wir zeitgeordnete Produkte ausrechnen.

Beispiel fiir ¢*-Theorie: Ordnung A2, 2 — 4 Streuprozess

52 p4|_/d4 /d4 d)f 4'4'()

Translation: ¢(y) = exp(iPy) ¢(0) exp(—iPy)

K, k2> (240)

2
@ _ A A R
Sﬁa - _2(4!)2 /d Y exp <Zy (pl +p2+p3+ps—k kQ)) PY=Ep, kI=Ej,
'/d% (B 74l T o — ) 60) R )
A2 ) ) o
— RINE (27r)45(4 Py + P + P + Pr — k1 — kz)/d4x (Py ... P4l T ¢7(x) ¢7(0) kl,k2>
Mit
o1(x) = ¢f (z)+¢; (x)
¢+(-T) = / d3ﬁ L a, ex (—i w) (241&)
I - (27‘(‘)3 2Ep P p p
_ &y 1 |
¢y (x) = /(27r)3 2Epa;f,exp(sz) (241b)

so dass ¢F(z) |0) =0, (0| ¢;(x) =0
Fiir 20 > ¢
T [¢r(z) ¢1(y)] = (07 () + é7 () (67 (y) + 67 ()
= 07 (@)o7 (y) + &7 (¥)d7 () + o7 (2)07 (y) + &7 ()07 (y) + [67 (), 67 ()] (242)
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Fiir 2° < ¢° erhilt man das gleiche mit

(67 (), 61 ()] — [67 (), 67 ()]

T [¢:(x) ¢1(y)] = of ()¢ (y) + o7 ()7 (2) + 67 (2)of (y) + &7 (x)d7 (y) + dr(x)dr(y) (243)

mit der Kontraktion

{ (67 (x), &1 (y)] fiir 2° > y°
[67 (), ¢ ()] fiir 2 < y°

Einsetzen von (241) zeigt:
¢1(2)¢1(y) = Dr(z —y)1 (244)

In (243) stehen alle Erzeuger links von allen Vernichtern = Normalordnung

T [pr(7) ¢1(y)] = :0(x)1 ¢(y)1: + P1(2)P1(y) (245)
)

(Man schreibt auch N [¢/(2), ¢1(y)] = :¢1(x) d1(y):)
Mit (245) vereinfacht sich z.B.

(0T [p1(x) ¢1(y)]10) = Dp(z - y)
weil (0]:07(x) ¢1(y):[0) =0

Die Verallgemeinerung von (245) zu mehreren Feldern heifit Wick’sches Theorem:
T [pr(z1) ... ¢r(xN)] = :{or(x1) ... ¢r(xy) + alle moglichen Kontraktionen} : (246)

Dabei bedeutet , alle moglichen Kontraktionen®, dass iiber alle Terme summiert wird, die N —
2M normalgeordnete Felder und M Propagatoren Dp(x; — ;) = ¢(x;)¢(x;) enthalten (M =

01,... g}) /B,

T [¢1(21) ¢1(x2) Pr(w3)] = :¢r(w1) dr(w2) @r(x3): + :¢1(1):01(22)P1(23)

S —

+ pr(xe):dr(x1)pr(x3) + :or(x3):pr(x1)dr(xa)

[ S—1

Formal:
Mit JQM = {jl, .. 'jZM}> ‘]éM = {j2M+17 .. -jN}> KM = {kl, .. ]CM}, LM = {ll, .. ZM}

DF(ka 7Ilm)

%] M m
Tlgr(r1) . o) =D > 0r@ins) i) Y. [ erlan,)en(,)

M=0 JQAIU‘]é]L{ Ky ULpyr=Jdopy m=1
={1,..N} km <lm

(247)
Dabei ist vereinbart, dass gilt :: = 1.
Beispiel: N = 4:
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e M =0
:pr(71) d1(x2) Pr(w3) r(wa):
graphisch:
oxl o$2
oxg ox4
e M =1

Summe iiber (;1) = 6 Terme

JorU by, = {1,2YU0{3,4},{1,3}U{2,4},{1,4 U {2,3},
2,3V U {1,4}, {2,4 U {1,3}, {3,4} U {1,2}

:1(23)Pr(w4):01(21)Pr(w2) +:01(22)P1(24): 01 (21)P1(23) 4 - 4201 (21) Pr(w2): 01 (23) Dr(4)

S — [ — S —

graphisch:
o [} [} [}
X1 X2 X1 X2 X1 X2
+
[} [} [} o
€3 LTy €3 LTy €3 Xy
o M =2

Letzte Summe in (247):

J2M:{jla---aj2M}:{17”‘v4}

Es gibt dabei drei Summanden zu (ky, ko, k3, k) = (1,2, 3,4),(1,3,2,4) und (1,3,2,4)
Der M = 2-Term ist also

Gr(w1)d1(22)01(23)br(wa) + d1(21)Pr(23)d1(22)P1(24) + Gr(21)D1(24)P1(T2) Dr(3)

| I | _ | I | _ |
graphisch:
o
€ €2 €y €2 Ty T2
+ +
o

€3 Xy €3 Xy xs3 Ty
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Beweis des Wickschen-Theorems (246) / (247):
Beide Seiten der Gleichung sind symmetrisch unter Permutationen der zi,...,xy. Wéihle
0.B.d.A.

2l >a) > >al = Tgr(ar) ... ¢r(an)] = dr(21) .. r(an)
Induktionsanfang:
N =1:T[p(z1)] = :pr(21):
Induktionsannahme: (246) / (247) gelten fiir N — 1 Felder
Induktionsschluss:

T [¢r(z1) .. ¢1(wn)]
= qb;(xl) cpr(zN) fnd-Apnabme (x1){or(x2) ... or(xN) + alle Kontraktionen}:

Z Z dr(x1):01( x32M+1 - 91 ( x]N Z H b1(zk,, )01 xlm) (248)

M=0 JopUJh,, KpULpy m=1
:{27""M} ke <t

Mit ¢r(z1) = ¢} (z1) + ¢; (z1) finden wir, dass ¢, bereits in Normalordnung zu den anderen
Feldern steht:

O (210):01(Tjrrr) - O1( ) = 207 (21) - Gr(j):
¢} (z1) miissen wir hingegen an allen Feldern vorbei nach rechtes durchtauschen o7 (z1) ver-
tauscht mit ¢; (z;,) und [¢7 (x1), o7 (x,)] = dr(1)or(x;,) wegen 2§ > 2 . Also
¢I(x1):¢1(xj2M+l) B QSI(:BJN): - :¢I(x1)¢1(xj2M+l) S QSI(xjN):
+ Y (@) - Or(@) - () Pr(n) dr(mr) (249)

gy,

Die Schreibweise m bedeutet, dass ¢;(z;) nicht mehr vorkommt. Nun folgt Einsetzen von
(249) in (248) und Koeffizientenvergleich mit (247). Betrachte ein bestimmtes J5,, in (247):

1. Fall: z; € J},,
01T jorrir) - 1y ): = 2 01(1) Or(japry) - 01(4y) -

~~
entspricht genau einem Term in (248) mit dem ersten Term (249)

2. Fall: z; ¢ J,, (247) enthilt:

1T )0y ) > ] erla,)éin(a,)

Ky ULy =Jopy m=1

km<lm
M N
= 0r(Tpy) o Or(miy): | D i()en(m) - D[] er(ak.)e(a,)
=2 K]\/[UL]\/[:JQIW m=2
1<km<lm
i Fern Al ALm i
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Das entspricht dem Term in (248) / (249) mit J5,, — J5,, U{l}, Jorr — Jons \ {{}
Normalgeordnete Produkte vereinfachen die Berechnung von Matrixelementen, weil alle Ver-
nichter rechts stehen. Wegen ¢ (y) |0) = 0 ist z.B.

@91(x1) -~ dr(en):[0) = ép (1) - b7 (zn) 0)

dBEI dgl;N )
=~ | G @aEs o (—=i(kiog+ - +ky .IN))’k?:Ekj
1 N

Kontraktionen mit Zustanden

5 d3lZ . [a]g,aJr
ﬁﬁ(f) lp) = /mak eXP(—Z]m)\/ 2EPaL 0) *

|7)

Fove

=(2m)*6(E—p) .
= exp(—ipz)|o_g, [0)

(250)
Die ¢; (z) stehen links in normalgeordneten Produkten und (7| ¢; (z) = (0] exp(ipz)|,o_p -
Definiert man
¢1(x)|P) = exp(—=ipr)|o_p, [0),  (Plor(z) = (0] exp(ipz)| o_g, (251)
und N
or(x)|py ... Dy .. D) = exp(—z'pa:)\pozEp | DL .. D

usw., so findet man:

—

-pN>

<E1 e EN \:qb;(xl) s 'Qb[(IN)I‘ﬁl .. ]7] .. ﬁN)
ist die Summe der Kontraktionen der Felder untereinander und mit den Impulsen der Zusténde
gegeben. Bleibt ein Feld unkontrahiert, so verschwindet das Matrixelement.
Beispiel:
(k1 /Z2 l:0r(21)pr(22)Or(23)dr(4):| P12 )
= (kike [:01(x1)0r(22)b1(x3)Pr(24):| P1L P2 ) + <f€1 ) ’3¢1(CU1)¢I(|902)¢1($3)¢1(9C4)3\ P1Pa)
| —t | —— —t |

+ alle anderen Kontraktionen (4! = 24 insgesamt)

(=l

= exp (i(k1x1 + kazo — p1s — p2$4))|on—sheu
+ alle Permutationen von (xy, z9, x5, x4)

Mit dem Wickschen Theorem finden wir also die Feynman-Regeln.

(p1...pu | Tor(xy) -+ -¢I(xn)\E1 . EN) ist also durch Summe aller Kontraktionen der Felder
untereinander und mit den Impulsen der Zustdnde gegeben. Die analytischen Ausdriicke fiir die
Kontraktionen sind in (244) und (251) gegeben.

Beispiel der ¢*-Theorie:

)\2
2(41)?

SO = — S (2n) 0O (G + o+ Py + iy — k1 — Fa) / d'x ([ o s 71 | TG4 (x) $2(0) |1 Kz )
Das Matrixelement (py ps ps pa ]Tgﬁ‘}(x) ¢}1(O)U€1 Eg) kann mit den Feynman-Regeln berechnet
werden: Exemplarische Wick-Kontraktion:

)\2 —F

Kl = _W/d‘{f(é’l1?‘25354’T¢§I(1‘)¢1}|(0)‘El]%»2>

entspricht dem Diagramm 1:
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Jede Kontraktion eines Matrixelements entspricht einem Feynman-Diagramm. Mehrere Kon-
traktionen kénnen dem selben Diagramm entsprechen. Die internen Linien ergeben:

¢r(7)¢1(0) = Dp(z)

Externe Linien ergeben exp(ip;x) etc.
Nummerieren wir die Wick-Kontraktionen K; mit j durch, so kénnen wir schreiben
St = (2m) 0D (p1 + pa+ps + pa— k1 — ka) Y K; (252)

Ba
J

Unser Beispieldiagramm berechnen sich zu

2 )
/d4x exp (i (p1x + pax + p3x)) Dp(2)

Ky =—
P22, |

Vv
Fourier-Riicktransformation

Feynman-Propagator im Impulsraum:

denn /d4xexp( (p—k)x) = 2m)*W(p—k)

B p? — m2 + 10 ’
—_—
Achtung! Hier ist nicht pO=F)
(,,off-shell“)
Ao A2 i
K, = - D +p2+p3) =— . 253
1 2(41)2 Pt ps) 2(41)2 (pr + p2 + ps)? —m? +140 (253)

Die Kontraktion K, liefert:
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A2 1

K, = —
? 2(4D2 (py — k1 — k)2 — m2 + 6

252
= Ki, dap1+P2+P3+p4(=)/€1+/€2
Aus (240):
S = — (Z) 5( 1P2P3p4|/d4$/d4yT¢§l(ﬂ?) oY)k ka)

ist offensichtlich, dass zwei Kontraktionen mit ¢}(z) < ¢7(y) das selbe Ergebnis liefern.
Allgemein:
Ein Diagramm mit n Vertizes einer ¢"-Wechselwirkung

N ol
y AN

AN
N

Tn

71

(254)

1
dass aus — / d*ry - -d*z, "™ (1) - - - 9™ (2,,) stammt, entspricht den n! Kontraktionen die sich

n!

durch Permutationen xi,...x, auseinander gewinnen lassen. Alle ergeben dasselbe Ergebnis

und der Vorfaktor = wird kompensiert.

= In Feynman-Diagrammen muss man Vertizes nicht unterscheiden.

Es kommt bei Feynman-Diagrammen nur auf die Topologie an. Weiter bemerken wir an (253)
und (254), dass wir der internen Linie unseres Diagramms 1 einen Impulsfluss zuordnen koénnen.
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D1+ P2+ Ds
P2

P

D.h. die Integrationen [ d*z / d*y in (240) bewirken Impulserhaltung an jedem Vertex. Offen-

sichtlich &ndern Permutationen der Felder in einem Wechselwirkungsterm das Ergebnis nicht:

L OH0) [ kika) = ... 01(0)pr(0)61(0)r(0) | Kikz)
[ O S — I—|:ﬂll
= ... 01(0)61(0)r(0)p1(0) | k1kz)
| —— | L

Ist der Vertex eines Diagrammes einer ¢™-Theorie mit m verschiedenen anderen Vertizes oder
Impulsen in Zustéinden verbunden, so entsprechen diesem Diagramm alle m! Kontraktionen,
die sich durch Permutation der m Felder gewinnen lassen.

1 A
= Der Faktor — aus der Kopplung — wird aufgehoben.
m

m! !
Diese Aufhebung ist nicht vollstdndig, wenn

1. zwei Vertizes mit mehr als einer Kontraktion verbunden sind, z.B.:

=

oder

2. ein Vertex mit sich selbst verbunden ist, z.B.:

ky Q P

Im ersten Fall finden wir fiir

— o O(2)Or(x)pr(w)pr () b1 (y)dr(y)dr(y)d1(y). . .

dass die simultane Vertauschung

or(z) " or(w)or(y) “oi(y)

zur selben Kontraktion fiihrt. o
= Zum Diagramm gehoren nur 7 Kontraktionen.
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Man spricht von einem ,, Symmetriefaktor —*

Den Symmetriefaktor kann man aus dem Diagramm ablesen: Unterscheidet man die Linien
Ly, ..., L, (aber nicht die Vertizes) eines Diagramms und ist das Diagramm invariant unter

1
R Permutationen von Linien L;,,...L;,, so trigt diese Symmetriegruppe einen Faktor — zum

iR
Symmetriefaktor S bei. Gibt es mehrere solcher Permutationssymmetrische Untergraphen, dann
ist der Symmetriefaktor das Produkt:

1 1

S = —
Ry Ry

fiir N Untergraphen mit Anzahl R, von Symmetrieoperationen.
Beispiele:

Symmetrie beziiglich Ly < Ly, =
Symmetriefaktor S = %

y . Symmetrie unter der simultanen
’ / Vertauschung von (1,3) < (2,4)
' ’ (und der zwei inneren Vertizes) =
_ 1
S=3
Im zweiten Fall findet man im Beispiel:
O o or(z) ¢r(x) “or(x)dr(z)- -

L1 L 1

1
Die Vertauschung der kontrahierten Felder fithrt zur selben Kontraktion, es gibt also nur 3 - 4!

1
unterschiedliche Kontraktionen zu diesem Diagramm = Symmetriefaktor —

= Ist ein Vertex durch n Linien mit sich selbst verbunden, so ist der Beitrag zum Symmetrie-

1
faktor S gleich o Unserem Diagramm 1
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P+ P2+ P3
b2
P
entsprechen also 2 - 4! - 4! = 1152 Kontraktionen. Thre Summe ist

1
(kl + ]{32 —p4)2 — m2 +Z(5

Dy = 2(412K, & )2

Andere zusammenhéngende Diagramme sind:

Dy
Fi— by — o) Fi— s — il
D3 D1
. L
k/ N . ) AN N
D4 D5 e D10 D2
wobei sich Dy, ..., Dy bzw. Ds, ..., Dy untereinander nur durch die Permutationen

von pi, ..., ps unterscheiden

74

(255)
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1
(k’l — D1 —p2)2 — m2 +Z(5
1

Dy = =X

(256)

Dﬁ - —)\2

(k’l — D1 —p3)2 — m2 + Z(S
Uusw.

Was ist mit unzusammenhédngenden Graphen?
Beispiel:

. O
L A . o< 6B (kg — pg) 6D (k1 — p1 — p2 — p3)

Dieser Graph ergibt 0, denn
0W (k1 — p1 — p2 — p3) = 6(Ey, — Ep, — Ep, — Ep,) 5(3)(E1 — DL~ P2~ P3)

und im Ruhesystem des Teilchens mit Impuls k; finden wir:

Ey, =m, E, =\/m?>+p?>m
= By, — b, —FE, —F, <-2m<0 (257)
= 6(Ek1 - Epl - EPQ - Ep3) =0
Physikalisch beschreibt das Diagramm Teilchen, die sich verfehlen. Der Zerfall ist

wegen (257) kinematisch verboten. Damit kénnen wir aus (255),(256) unser Endergebnis
kompakt zusammenfassen:

Sé? = _)‘2(27)45(4) (Pl +p2+p3s+ps— ki — k2)
4 2 4 .
—~+ . 258
;(lier_pj)Q_mQ“‘s ;1 (k1 —pi — p;j)*> —m? +1id (258)

i<J

Fiir einen 2 — 2-Streuprozess sind unzusammenhéngende Graphen wie

nicht kinematisch verboten. Sie tragen aber nur fir {k1, ks} = {p1, p2} bei, also fiir die Vorwérts-
streuung (bei der sich die Teilchen verfehlen). Wir betrachten ab jetzt nur noch echte Streupro-
zesse mit {k;, ky} # {p1,p2}, in denen die unzusammenhiingenden Graphen wegen 6™ (k; 5 —
p12) = 0 verschwinden.
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Zusammenfassung: Wir fassen die bisher gefundenen Feynman-Regeln fiir reelle KG-Felder
mit £; = — 3¢§—Wechselwirkung zusammen:
Um

(p1,--soN| STk, kv) = (p1y- .., o] Texp (i/d4x£1(x)) | k1, ..o k)

zur Ordnung A" zu berechnen, muss man folgende 3 Schritte durcharbeiten:

1. Zeichne alle Feynman-Graphen mit N + M externen Linien und n Vertizes mit jeweils p
Linien und kennzeichne alle externen Linien mit einlaufenden kq, . .., kj; und auslaufenden

ﬁl? Tt uﬁN-
2. Ordne jedem Vertex einen Raumzeitpunkt z, einen Term —iA / d*z und

e jeder internen Linie zwischen Vertizes x und y einen Propagator T YD rlz—y)

zu und

e jeder mit Vertex z verbundenen, externen Linie einen Faktor exp(ip;x)
bzw. exp(—ik;z) mit p) = B, , kY = Ey, zu.
3. Multipliziere jedes Diagram mit seinem Symmetriefaktor.

Dies sind die ,,Ortsraum-Feynman-Regeln“.
Einfacher: Impulsraum-Feynman-Regeln
Vertex:

Pj

k

Y

Ne——0 R
.
—

x-abhingige Terme:

/d4x exp(ipjx)Dp(x — y)Dp(z — 2)

(253) 41’6X DT ﬁN exp(—ikx 'l - exp(—ulx
= [ atwesplinge) [ G Dr(h) expl=ike) [ 55Dr() exp(ila)

47, 4 ~ ~ ) |
B / d(Qk (318[(2%)45(4)(]6 +1—p;)Dp(k)Dp(l) und mit Dp(k) 2 !
m

_ / 4k i i (250)

(2m)4 k2 —m?2 +i0 (k —p;j)? —m2 +id
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D.h. die Feynman-Regel fiir unseren Vertex z und die anhingenden Propagatoren lautet:

NN
ij—k —M/%DF(/’?)DF(M—%)

Die Impulse k und [ = p; — k heiflen innere Impulse.
Damit finden wir die ,,Impulsraum-Feynman-Regeln*:

1. Wie bei den Ortsraum-Feynman-Regeln
2. Ordne jedem Diagram einen Impulsfluss zu mit Impulserhaltung an jedem Vertex. Ordne
e jedem Vertex einen Faktor —iA und
e jeder internen Linie .ﬁ. einen Propagator
~ i

PO = a ey

4

zu. Integriere mit / o )] ;7 Uber die verbleibenden inneren Impulse.
s

3. Wie bei Ortsraum-Feynman-Regeln

In unserem Beispielsprozess S (2 gibt es keine verbleibenden inneren Impulse, iiber die integriert
werden miisste. Die Feynman-Regeln gelten auch, wenn mehrere Wechselwirkungen vorliegen,
z.B. beim Higgs-Boson:

A N
L= —Eﬁ(ﬁ”) - gﬁ(l’)

2 — 2-Prozess in Ordnung \', \'?%:

kl\‘ )\ /pl ]{31\‘ , )\/ /pl ]{31\ )\, /pl kl\ )\, /pl
k% \P2 ky’ \P2 ko 2NN P2 ko T \pz
,,s-Kanal* ,t-Kanal* ,u-Kanal®

5.1.3 Niitzliches aus der Graphentheorie:

Definition: Ein Weg iiber einen Graphen, der an seinen Ausgangspunkt zuriickfithrt und
dabei keine Linie in beiden Richtungen durchlauft, heifit Schleife oder Loop.
Beispiel:
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) @D

o L, = ABCA

(Auf den Anfangspunkt kommt es nicht an.)

Der Weg ABA ist kein Loop. (—L;) ist die Schleife mit zu L; umgekehrter Orientierung. Haben
zwei Schleifen L;, Ly mindestens einen Vertex gemeinsam, so kann man die Verkettung L3 =
LyoLy dadurch definieren, dass L3 alle Vertizes und Linien von L, ULy umfasst, aufler denjenigen
Linien, die von L; und Ly in entgegengesetzter Richtung durchlaufen. Analog definiert man die
Verkettung mehrerer Schleifen.

Beispiel:
(o}
A »L/l N2
W%,
. Ly, =BDCB, LU Ly = ABDC A
Ist fiir ein Diagramm D {L,, ..., L;} die maximale Menge von Schleifen, so dass kein L, eine

Verkettung der iibrigen L; oder (—L;) ist, so bezeichnet man D als k-Schleifendiagramm
oder sagt, dass D k Schleifen hat.
Das Beispiel hat also 2 Schleifen. Diagramme ohne Schleifen heilen Baumgraphen.

Euler-Theorem: Die Zahl L der Schleifen eines zusammenhidngenden Graphen ergibt sich
aus der Zahl N der internen Linien und der Zahl V' der Vertizes durch:

L=N-V+1 (260)

Beispiele:

LN=1,V=2 L1 _211=0 (Baumgraph)

2 N=5 V=4 L5_441=2

G,
(260)

3. N=5 V=4 L' Z'5-4+1=2

—3
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Betrachte Feynman-Graphen mit Anzahl V,, von ¢"-Vertizes und F externen Linien
= Jeder ¢"-Vertex hat n-Linien und jede interne Linie gehort zu zwei Vertizes

.V, —E
LN = 2l 5 (261)
Mit obigen Beispielen:
L Vi=2 E=6 N® 206
2 V=4, E=2 N @ 32 _5
3. V=3 Vy=1, E=3 N %) s3s13 _5
Einsetzen von (261) in (260) liefert:
>on-V,—FE n E
[ = Zn NV, 1= (——1) 2 262
5 ;V + ; : Vo5t (262)

Fiir unsere Beispiele:

1L L 12-841=0

(262)1 2
3. L L3y —241=2

An (262) erkennt man: hohere Ordnungen A" der Stérungstheorie entsprechen einer groferen
Zahl von Loops. Fiir z.B. einen 2 — 4-Prozess in einer ¢*-Theorie ist L = V; — 2. Wegen L > 0
ist also A? die niedrigste Ordnung Stérungstheorie und A>*" entspricht n-Schleifendiagrammen.
Impulsraum-Feynmanregeln: Von N inneren Impulsen lassen sich V' durch die Impulserhal-
tung an den Vertizes eliminieren. Wegen der Gesamtimpulserhaltung ist eine der V' Relationen
redundant.

Mit (260) findet man: Es verbleiben Integrationen tiber N — (V —1) %) [ innere Impulse, die
man Schleifen- oder Loop-Impulse nennt.

Beispiel:

Einschleifen-Vertex-Korrektur in 2 — 2-Streuung in einer ¢3-Theorie.
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1
(k’l —p1)2 — m2 + Z(S

4 . . .
/ d*l 7 7 ) (263)

2m)4 12 —m2 400 (ky —p1 +1)2 —m2 +i0 (ky +1)2 —m2 44

Dy = (=iX")

Die Losung aller Einschleifen-Integrale ist bekannt. Bei Zwei- und Mehrschleifen-Integralen
kennt man nur Losungen fiir Félle mit wenigen kinematischen Variablen (ki - py, ky - ko, .. .)
bzw. Massen. Die Ordnung Storungstheorie mit L = 0 nennt man Born’sche Niherung.
Beitrdge mit L > 1 nennt man Strahlungskorrekturen.

Es gibt auch Prozesse, die schon in niedrigster nichtverschwindender Ordnung L > 1 Schleifen
haben.

Beispiel: Licht-Licht-Streuung

Y e G v
ky P1
. Ye [ 5
kg P2
—_— e I — -
5 - v +Permutationen von {ky, k2, p1, pa}

5.1.4 Komplexes KG-Feld:
(Teilchen # Antiteilchen!)

A
L=0,0"0"0—m’¢"d— Z(cb*eﬁ)?

@ o
Hier steht kein 4!, denn die Symmetriegruppe von ¢¢¢*p* = >< ist Sy X Sy, mit nur
2! 2! = 4 Elementen. ¢ "

Propagator

y & Dr(r—y) = Dp(y—1z)=(0|To(y)o"(x)|0) = ¢(y)¢™(v)

[A—

d*k , l
= 2 exp(—zlm)—k2 e (264)

Fiir 4 > 2%: Teilchen werden bei 7 erzeugt und bei 3 vernichtet.
Fiir 2° > ¢°: Antiteilchen werden bei i erzeugt und bei # vernichtet.

Feynman-Regeln: Unterschiede zum reellen Klein-Gordon-Feld:

1. Linien haben einen Pfeil, dessen Orientierung den Fluss der erhaltenen Ladung aus der
U(1)-Symmetrie angibt. Jede Wick-Kontraktion umfasst genau ein ¢ und ¢*

2. Als Folge von 1) dndern sich die Symmetriefaktoren, denn die Symmetrieoperation muss
jetzt auch die Orientierung erhalten.
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Beispiel:

e Reelles Klein-Gordon-Feld:
Symmetrie-Operation 1 < 2 lésst Grathinvariant =S =1/2

e Komplexes Klein-Gordon-Feld: >©< &4 ><><
keine Invarianz = S =1
aber ><><hat S=1/2
2

()0 ()0 (1) (y). -

= L

81
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5.2 Feynman Regeln fiir Dirac-Felder:

Propagator: [Se(@ = y)las = (0] Tha(x)s(y) |0) =: Yal(z)Us(y)

d*p , ~
= [ e il =) S (265
- ) + md,
Sr(pllag = per TT0) (260
und Spinorindex «, (3 Eil Y
p
y. 3 @, bzw. ﬁ<_°_'_o'z

Der Propagator [Sp(z — y)]ag transportiert eine U(1)-Quantenzahl, die Fermionzahl und die in
a und [ enthaltene Information iiber Spin (und Teilchen-/Antiteilchencharakter) von y nach
x.

Erinnerung: T [1a (), ¥5(y)] = 0(2° — y°)¢a(x)1hp(y) — 0(y° — 2°)hp(y)tba(x)

Die zu (245) analoge Formel ist:

T [Ya(@), ¥5(y)] = Wa(2)¥s(y): + Ya(@)Ys(y) (267)
mit . . i 0 o
ofa)iot) = 6(o = { SO BEEEVL ooy
und
Hx) = / i Z o (D) a, exp( sz)‘ vernichtet Fermion
«a 9o /—2E 0=E,
&*p
v, (x) = / o vi(p) b TeXp zpw)’ o—p erzeugt Antifermion
\/2E =Ep
G- [ o5 > o500 (i) it Avitrmion
5Y) = \/ﬁ (p) b exp(—ipy P=E, vernichtet Antifermion
- d*p of :
Vs (y) = / \/ﬁ Z (p) a;' exp zpy)} g, ~Crzeugt Fermion
so dass (vgl. (176))
Uo) = Yo+ (@) (2700)
Yy) = Ty +d () (270b)
Ein-Teilchen-Zusténde:
17s) = V2E,a}|0) Fermion (271a)
175) = V2E,b0) Antifermion (271b)

Vielteilchenzustande:

| LSt .. Pasn) = H \/2E,, a3t |0 (272)
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Aus (269) und (272) findet man die Feynman-Regel fiir die Kontraktion mit Zusténden:

Yo (@) Ps) = ua(p) exp(—ipr) |0) (273)

entsprechend zu (273) )
(P's Y5 (y) = uz(p) exp(ipy) (0|

Und fiir Vielteilchenzusténde
Vo ()| D151 ... DjSj. - - DnSn) = uid (D;) exp(—ip;x) | PiS1 - .. DS - - - PuSn) (274)

Speziell fiir 2 Fermion-Zustand:

| Pis1, Tasa ) = v/2Ep, /2,5t a2T] 0 (275)

(beachte gleiche Reihenfolge)
Fermion-Antifermion-Zustand:

Bt osa) = v/2Ep/2Epbittazzi|0 (276)
und <Z7181,ﬁ232| = |pl«5‘1,10282>T

0]as2bs /2E,,\/2E,,

(anders definiert als in [Peskin, 4.118])
Das globale Vorzeichen einer Wick-Kontraktion

(Bish B | TOp(@) 690 (v) | Fasn Rasa) o (0] Taarfonv @)odny)agais!|0) - (277)
L i | L=t

Graphisch:
. y L
ki,51(3) —— ' ——— D2, 55(2)
|
l
. |
k2,82(4) > ;/, > ]71?8,1(1)

ist durch die Zahl der Permutationen gegeben, um die kontrahierten Operatoren in eine Stan-
dardreihenfolge (¢¢)) zu bringen:

Taw e >az;* ass o (y)a! (278)

untere obere
Fermionlinie

Ist die Fermionlinie nicht geschlossen, so kommt es auf die inneren Vertizes ¥1)(z), ¥t (y) nicht
an, denn z.B.

TGS%W( ) = +Ty(x)ay
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D.h. wir kénnen anstelle von (278) einfach

sy s2t _sh _sit

A, am Ay

apl

betrachten. Es ist eine gerade Permutation der urspriinglichen Reihenfolge in (277):

sy o sh sif sat
Apy Apy Ay Ay
d.h. das Vorzeichen ist+1. Weiter fithren die Antivertauschungsrelationen zu Minuszeichen z.B.

in Schleifen aus WW-Vertizes.

Die Felder der letzten Wick-Kontraktion stehen in der falschen Reihenfolge. (Man muss an
2N — 1 Feldern vorbeitauschen.)

V5(2)0a(y) = —a(y)s(z) = Faktor —1 fiir jede Fermion-Schleife.

Man kann das Vorzeichen eines Feynman-Diagramms direkt ablesen:

1. Nummerierung der Fermionen wie in der Amplitude:

<1713/1>ﬁ23/2 ’ . ’ E181> E282>
1 2 3 4

Hinschreiben in der Reihenfolge, wie Fermionen kontrahiert sind, dabei entgegen der Fer-
mionlinie lesen.

In unserem Beispiel: 23 14 (oder 14 23): gerade Permutation = Faktor +1 , Vorzeichen
der Fermionkontraktion*

2. Faktor —1 fiir jede Fermion-Schleife

Beispiel zu 1.)

(3) —— — (2)
k1 : D2
F | 7
d
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liefert Faktor sgn(1423) = +1 bzw. sgn(1324) = —1
=, Relatives Minuszeichen fiir gekreuzte Fermionlinien*
(geht via 1 < 2 aus anderem Diagramm hervor)

85

oL 2
Da physikalische Observablen proportional zu |{ pys}, pash | S| kis1, k2s2 )| sind, kommt es nur

auf das relative Vorzeichen an.

5.2.1 Feynmanregeln fiir Dirac-Fermionen mit Yukawa-Wechselwirkung

Ly

—y ¥ (@)d(z) ¢(z)

mit der Yukawa-Kopplung y und einem reellen KG-Feld ¢ (z.B. Higgsfeld), Fermionmasse m,

Bosonmasse M

Fermion-Propagator:

Skalarer Propagator:

Fermion-Boson Vertex:

Externe Fermionen:

16} p? —m?+ i

Fermion Antifermion
.S o, s
i y
einlaufendes u(p) 02 (D)
Qa8 S
7
auslaufendes us (p) v3(p)

Symmetriefaktor

Externe skalare Bosonen:

Faktor —1 fiir Fermionschleife

Globaler Vorfaktor —1 abhéngig von Kontraktion der externen Fermionen

Baumgraphen: immer = 1 in allen Theorien
1-Loop: immer = 1 in Yukawa-Theorie
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5.3 Zerfallsrate und Streuquerschnitt

Ein massives Teilchen, das an hinreichend leichte Teilchen koppelt, ist instabil und kann zer-
fallen:

ZN
m

P, b2, m

Fiir M > 2m ist der Zerfall kinematisch erlaubt.
Erweiterung des Konzepts der asymptotischen Zustdnde auf instabile Teilchen:

[kt Y =% |k ) e F

macht keinen Sinn, weil ein instabiles Teilchen nur eine endliche Zeit lebt. Jedoch war wegen
der Lorentzinvarianz ohnehin

B Yin =1k Jous = | k) € F

D.h. ein Zustand mit einem instabilen Teilchen ist einfach durch |k };, = | k ) € F gegeben.
Man definiert:
S=1+:T

(mit der T-Matrix fiir , transition“) und nutzt die Impulserhaltung aus
(PP | T Pa) = 2m)" 6W (Pa— Py — -+ — ) Map, By (P1--.DN) (279)

Ma_p, By heiBt Matrixelement zum Prozess A — B ... By
Zerfallsrate:

I'(A— B;...By):=  Zahl der Zerfille pro Zeiteinheit des
Teilchens A in den Endzustand f = {B; ... By}

(T ist zeitunabhéngig wegen Poincaré-Invarianz)

Totale Zerfallsrate
T =» T(A=f)
f

wobel tiber alle erlaubten Endzustande summiert wird.
Beispiel: B
A = 7Z-Boson, f =ee, uji,...,bb eey,. ..

N (t) = Zahl der instabilen Teilchen zur Zeit ¢

heifit Lebensdauer von A

N(t) = N(0)exp (—Tuut), T:rl

tot
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Differentielle Zerfallsrate fiir Impulse der B; im Volumenelement d*py, ... d°py um (py, .. .0N)

U (g &5 1 . o

2F4 ; (27'()3 2Ef
dI’ = Wahrscheinlichkeit fiir den Zerfall A — B; ... By

Der Vorfaktor in (280) ist eine Konsequenz der Normierung in (131):

(717)=2E,(2n)" 8" (§-7)
(280) ist die iibliche Wahrscheinlichkeitsinterpretation von QM Amplituden

B 1
H pf3 — = d LIPS heifit differentielles Lorentzinvariantes Phasenraumelement
f (2’”) 2Ef

,, Lorentz-invariant phase space” (Phasenraum = Impulsraum R?)

F(A—B.. / /dF— L (281)

wenn es jeweils ny ...n; identische Teilchen unter den B ... B, gibt.

Beispiel: Z — e"e"etet:ng =2, ny =2

Begriindung:

af al |0) = |py, Py ) ist derselbe Zustand wie | pa, py )

Gleichung (280) und (281) beziehen sich auf den Fall, dass die Spins der (Anti-)Fermionen im
Endzustand festgelegt sind. In der Praxis interessiert man sich meist fiir den Fall, dass die Spins
nicht gemessen werden, d.h. es ist iiber alle Spin-Einstellungen zu summieren. Ebenso ist in der
Regel der Spin eines zerfallenden (Anti-)Fermions oder Spin-1-Bosons unbekannt, und die ge-
messene Zerfallsrate impliziert eine Mittelung iiber die Spin-Einstellungen des Anfangzustands.
D.h. beim Zerfall eines Skalars in Fermionen und Antifermionen misst man:

1/2 1/2

F'(A— B .. = ) -+ ) T(A—B... By (282)

s1=—1/2  sy=—1/2

Insbesondere ist die totale Zerfallsrate als [ zu lesen.

5.3.1 Feynman-Regeln fiir massive Vektorbosonen

u® (z)

a* (k)
Proca-Gleichung (beschreibt freies, massives Spin-1-Teilchen) (74)

[OgP> — 0%~ + M?¢°*] uy (x) =0
[(K* — M?) g% — KPk*] 1, (k) =0

Ortsraum
Impulsraum

} Proca-Feld im {

(74) = (283)

Propagator D (k) ist Green-Funktion zu (283) (vgl. (165) fiir Skalarfeld).
[(k* — M?)g? ., — kPk,) D% (k) = —ig™ (284)
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Der Ansatz D% (k) = iak®k"” + ibg®® liefert in (284)

(k* — M*)(ak®k” + bg™") — ak*k°k7 — bkPEY = —¢%
g7 ((K* = M) b+ 1) + K7 (K* — M?*)a — ak® —b) = 0

1 ) 11
e VAR VEN S V2
- i wy  KOEY

= Dﬁ(lf)z—iﬁ_M2 {gﬁ— MQ} (285)

Um das richtige Vorzeichen zu bestimmen, muss man (0 | Tu® (z)u? (y) |0 ) = D (x —y)
betrachten.
MAMMA Y ed
a g k? — M? 446

Zerlegung nach ebenen Wellen:

kakﬂ} (286)

M2

d3ﬂ 1 . r)x (r .
u, (z) = / o) \/ﬁz " exp ( sz)+eL) a; Texp (ipz)] ’pO:Ep (287a)

mit [a(’") “} —0, [&(T) a@T] — 2m) 8 (F— 7 ) b, (287D)

P’P

Man erwartet naiv 4 mogliche Polarisationsvektoren e,(f) fiir das massive Vektorboson, jedoch
ist die Matrix [¢*® — k*k” / M?] in (285),(286) singulidr wegen

ke kP
(gaﬁ — ) ks =0 (288)

fiir k2 = M?2. Koppelt (286) an einen Strom jz (z.B. jz = ¥ys10) und zerlegen wir

(0)

j@ = a0€,8 + Glﬁ(l)

+agey) + azely) (289)

mit eﬁ o kg, so ist D¢ (0) ) o

und die ag— Komponente trigt nicht zur Ampiltude bei.
Klassische Physik:

Die Losung von

(K = M?) g% = Kk ul™ (2) = j° ()
ist
" = / iDo" (& —y) js (y) d'y
und die ap— Komponente von j° (y) triigt nicht bei wegen (288).

= Das massive Vektorfeld hat (wie aus der Darstellungstheorie der SO(3) erwartet) nur drei
physikalische Komponenten.
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E

o ) 0

Polarisationsvektoren fiir k* = 0
| )
0 0 | k|
W8 — (8 — L |1 @8 — (5 1| 1 @8 — s _ 1|0
e =€ =7 | el =€ =7 | eP=e"=51
0 0 E

transversal rechtshédndig  transversal linkshindig longitudinal
Sie erfiillen fiir 7,7 = 1,2, 3:
e/(f)e*(j)u = 0y (290)
und k“eff) =0

(Insbesondere sind Re e Tme? raumartig). Damit findet man die Polarisationssumme:

3
ZE ax (7)8

7j=1
0 0 k|
1 1 | 1 {0 |/ -
=Sl e vioes il =i 0g+s| 0| (F 00 E)
0 0 B
oo ms
0 10 0 kek
_ _ 0B
~ ]l o 01 o0 VR (291)
L

Hitten wir D (z —y) = (0 | Tu® (x) u® (y) |0 ) mit (287a) bezeichnet, so wiiren wir auf

al. 3
{_gaﬁ Kk ] ZGJ)a* (49)B

Jj=1

gestoBen. Wir kénnen also oBdA. € in (287a) weglassen.

3
> =Y =kt (k) = 0 (292)

T r=1
bzw. d,u" () = 0(Lorentz-Bedingung) (293)

Feynman-Regeln fiir

o gy + gatbytysh Vertex

J
Mo .
>’\/\/\/\/\/\/» igv [7"] 5 +ig9a [V V5] 1 (294)
k
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e cxterne Bosonlinien (folgt aus (287a))

einlaufend ﬁ € ()
(295)

]

auslaufend Z (p)

= Mit diesen Feyman-Regeln kénnen wir nun auch W- und Z-Bosonen behandeln:
W-Bosonen sind komplexe Felder mit (VV*“)T = W, Die Feynman-Regeln fiir ein komplexes

Vektorfeld sind identisch, die W~ - Linie hat jedoch einen Pfeil.o‘é' R

B
5.3.2 Z-Zerfall in Fermion-Antifermion-Paar
,U76(S)7MZ I -
| l k
|
|
|
|
ﬁf/ \ﬁf
fsp,mg fispmy
Ist kinematisch durch ¢®* ( k—ps—p;s ) festgelegt.
k=(Mz; 0 0 0), E;j+Ef=My;,  kf=—k;j= E;=E;f=2und|p; > =|p;|* =

EJ% — m?c
M =gy My + gaMy
Vektor-Anteil:

iMy = i) (k) a(ps,s;) 7" v(pgs7)
YoMy = Y MMy, My =i el (k) o (pgsp) v ul pgsy )

Sf,SJE Sf,SJE
= > eD(k) (k) 0(py,sp) v ulpr. sy ) ulpy,sp) v o(prosp)  (296)
sf,sf

Polarisationssumme fiir Fermionen:

Y ulppsp)ulppsy) = fy+m (297a)
> vlppsp) olppsp) = gp—m (297b)

i
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=Y My = (k) €D (k) tr [V” (ﬁﬁm) v (Z/f‘ _m>]

Sf,Sf

= e (k) & (k) (D + o — 9 (pypr + m?)| (298)

Fiir die totale Zerfallsrate mittlen wir iiber alle 3 Polarisationen des Z-Bosons

3
S Mo =5 33 M

SFrSF s=1 SFSF

Alle 3 Polarisationen tragen dasselbe zu I, bei, weil im Ruhesystem des Z-Bosons keine z-
Richtung ausgezeichnet ist und die Definitionen ,transversal“ und ,longitudinal® keinen Sinn
macht.

Polarisationssumme (291):

. kK,
Z e els) = ]\u/[ L

—1)

Damit folgt aus (298) (mit € el* g

—— 1 [ (psk)(psk) 8 (prk)(pgk) 4
E \MV\Q S PRt A R 5 1 _ 8py py +4(pfpf+m2) — T 2f —|——pfpf-+4m2 (299)
3 M2 3 M2 3

SfiSF

Alle Skalarprodukte in (299) lassen sich durch Massen ausdriicken:

2ps py) = (pr+pp)— v} — Py = Myz—2m’
k2=M?2 m?2 m2
2ps k) = pi+k —(k—pp)* =My
——
Py
— 2 2 4 8 4
(299): > My = §M§ + g(Mg —2m?) 4 4m® = §M§ + ng = §(M% +2m?)  (300)

SFSF

= keine Richtungsabhéngigkeit, isotrop
Analog zu My in (298) findet man fiir M 4:

= Z ‘MA‘Q - eff)(k) 61(/8)*(k) tr [V”Vs <Z/f + m) s (Z/f — m)]

Sf,Sf
_ 46&5)(]?) 61(/5)*(k) [p;;p; —l—p;pl; _ guu (pfpf . mQ)]
VIR 8 (prk)(pgk) 4 4
= Z‘MA‘Q = gT%f—ngfpf—@nQ:g(M%—élmQ)
Sf,Sf’

Der Interferenzterm zwischen My und M 4 verschwindet, wenn (zur Berechnung von I'y,;) tiber
die Impulse d*py d®p integriert wird. Damit wird die Spin-summierte differentielle Zerfallsrate
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(siehe (280)) im Ruhesystem (Ez = My) zu:

o) 1 d°py dpf

4
274 4) (1. _ o
9M, (27r)62Ef2Ef—( 7)o (k= pr = pp)g

3

(M7 (g3 + g3) + 2m* (g7 — 297)(301)

Die Totale Zerfallsrate ist also:

M (gy + g3) + 2m* (g7 — 293) / &Py P sy

=
67T2MZ 2Ef 2Ef‘

(k —ps—pyf) (302)

g

~
Phasenraumintegral

Trick fiir das Phasenraumintegral:

/dgﬁf =/d4p-5(p2—m2) 6(p%)
2E; U] !

By &p; 35
I = il Al {C G P / fd4 2 — 20N Dk —p, — ps
/2Ef 2B, (k—pr—pj) = m”) 0(p5) 6V (k — ps — py)

— [ SR ak =g =) 04 ) - / Zg’f (M — 2k py) 0K — 1)

Lorentzinvariant = Wéhle Bezugssystem

k= (Mg 0 0 0) = kps=My\/5%+m?
_ dpf 9 0 0
I = /QEf S(MZ — 2My [+ m2) 0(K° — )

Polarkoordinaten d*p; = |py|* d |pf| dip d cos

00 L9 .,

d -

I = 4W/M5(M§—2Mz\/ 9;” +m2) 6 (Mz—\/ IZik +m2>
0 2y [p¢|” + m?

—1

2 M
I B U PV i 0(—42— 2)

V15| +m? 24/15¢I* + m? Mg
- 4
M2
= 2]\7;2 W/ M2 — 4m20 (—42 - m2) (303)

Einsetzen in (302) (Betrachte Mz > 2m)

_ B M2 2 2 2 20,2 2 2
Z

Fermionen, in die das Z zerfallen kann:
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Quarks gv ga
b,s,d -0,13 0,19
u,c 0,071 -0,19
Leptonen gv ga
e, T —0,014 0,19
Ve, Vy, Vr 0,19 —0,19

93

(305)

Quarks tragen einen inneren Freiheitsgrad, die zugehorige Quantenzahl heifit Farbe. Sie gehort

zu einer SU(3)-Symmetrie mit fundamentalem Triplett

qr
qG
4B

wobei ¢ = u, d, ¢, s,b,t ein Quarkflavor ist und R, G, B fiir ,rot“, ,,griin“ und ,blau* steht.

= Faktor 3 fiir jedes Quark aus Summe iiber R, G, B.

Die Zerfallsraten in v, gg sind klein, ebenso wie die in 3-Koérper-Endzustidnde. Alle Fermio-

nenmassen sind vernachléssigbar (m = 0). Partielle Zerfallsraten:

~ M
N(Z = f]) =560 +93), Mz=91,2GeV

Quarks:
N(Z—qq)= Y T(Z—qq)=30(Z— qr qr)
j:T’g’b
. Mz
qg=d,s,b : T'(Z —qq) = 4—-0,051 = 371 MeV
T
M
q:mc:]XZHQQZZ%-QMOZ%&MN
T
Leptonen:

M
l=e,pu1 : HZ—M*F):E;-Q%5:&MkV
T

M
V= Ve, Up vy NZ—HMU:fﬁ-Q%QzuﬁMé/
Experiment (siehe [PDT, S. 374])

I'csp(Z — Hadronen) = 1744 £ 2 MeV

(Hadronen := stark wechselwirkende Teilchen)
Vergleich mit Theorie:

Y T(Z—qq) = (3-371+2-288) MeV = 1689 MeV

q:u7d7c7s7b

(306)

(307a)

(307b)

(308a)

(308b)

(309)

(310)
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Teop(Z — eTe)=83,9+0,1MeV (311a)
Toop(Z — ptp)=84,040,2MeV (311D)
Teop(Z — 777) =84,040,2MeV (311c)

Die unsichtbare Z-Zerfallsrate stimmt mit (308) iiberein:

T (Z) =499 £ 1,5 MeV (312)
Vergleich:
Y T(Z—wvp)=3-16TMeV = 501 MeV (313)

V=Ve,Vp,Vr

= Direkter Nachweis (am LEP-1 Experiment am CERN), dass es 3 leichte Neutrinos gibt!

Wie misst man es?
Finv o Ftot _ Fvis

exp * exp exp

(Ivis = sichtbare Zerfallsbreite )

exp

4000
3500

3000 -

2500

2000 -

| Ftot
|

exrp

1500

1000

500 |-

91,2 GeV

E = Energie im Schwerpunktsystem von efe™ — Z0*) — f f
Totale Z-Breite:
I (Z) = 2495,2 4 2,3 MeV (314)

exrp

Ursache fiir Diskrepanz zwischen (309) und (310): QCD-Strahlungskorrekturen
1-Loop:

Z



Wechselwirkende Felder ( Revision : 409 ) 95

Effekt: (g5 = QCD-Strahlungskonstante)

ag = % =0,12
NZ = q9) =% =qq) |1+ (315)
Baumgraphresultat N0
Mit (310) finden wir also:
T'(Z — Hadronen) = 1689 MeV - 1,038 = 1753 MeV (316)

Dies stimmt mit (309) auf 0,5% Genauigkeit iiberein.
dI" ohne Mittelung iiber Z-Polarisation:
Nutze aus:

o pp=k—py= e (k) py = €7 (k) K — " (k) pf und € (k) p
=0 (290)

= —6. (k) p}

RS

° GLS) (k) 61(/8)*(11{;) gl“, (Qio) _1
® 2prpr= M2 —2m?

Damit wird (298) zu:

> IMyP =4 =2 k) py|* + pppp + m?| B =8| k) py[* +2ME (317)

Sf,SJE

Wihlen wir € reell, z.B. €®) = (0 00 1)T und definieren €*) p; = || cos ¥ im Ruhesystem,

ay

pi*
so ist mit [py| =/ EF —m? =4/ %% — m? (317) gleich:

Z IMy|? = =2(M2 — 4m?) cos® I + 2M2 = 2M 2 sin® O + 8m? cos® ¥ (318)

Sf,Sf

Analog zu (317) und (318) erhélt man:

2 .
Z Ml =4 [—2 ‘E(s)Uf)pf‘ +prp;— mz] = Z IM > — 8m? = 2(M2 — 4m?) sin® ¥

SESF SFSF
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Mit (280) konnen wir die differentielle Zerfallsrate fiir ein polarisiertes Z-Boson ausrechnen.
Vektoranteil:

1 dpfdpf5

dTyv(Z — f f) = S, g% 28, 2F; V(k —ps — pp)(2M% sin® ¥ + 8m? cos® V) (319)

Wir setzen d*p; = |pf|> d|py| de d cos® und integrieren iiber p; und iiber ¢ und |f|, analog
zur Berechnung von (303)

£ ©0 2
dTv(Z = [ ]) N / )
= To(Z
d cos /dpf/ \prl"d|py| | dedTv(Z — f f)
0 0

1 .
= T [ M2 — 4m2gi (M sin® 9 + 4m? cos® ) (320)

Integration {iber d cos®) reproduziert I' in (304)

dFA(Z—WCJF) 1 \/7 .
— M2_4 2.2 M2_4 2 219
d cos v 167 M2 7 —4m?gy (M7 — 4m”) sin

Fiir m = 0 ist also:

dT(Z — f f) My
dcosv 167
(321) bedeutet, dass es fiir (m = 0) keinen Zerfall in Richtung des Z-Spins gibt:

(93 + gv) (1 — cos® ) (321)

dTl
dcost

=0 firv=0,n«

Die bevorzugte Richtung ist transversal. Beim LEP-I Experiment wurden Z-Bosonen {iber
ete” — Z produziert, sie waren bevorzugt transversal polarisiert.

et (—:(ST e

5.3.3 Dreikorperzerfille
Lorentz-Invarianter n-Teilchen-Phasenraum: (Notation aus [PDT, Kap 38.4])

E;=\/p?+m?, ~ P*=M’

J

n 3
du(Pipr,op) =60 (P= 3" ) ] fo)f; = (322)

Jj=1

n=3: q=p +p=P—p;s
d¢3=5(4)(P—p1 — P2 —P3

) d’py d°py d°ps

323
(27T)92E12E22E3 ( )
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Nun ist 8 (P —py —py —ps) = [d'q 6N (P —q—p3) W (g —p1 —pa), (1} +13 > 0= ¢" > 0)
und P
SO (g —p, — P1 a"p2

e Y78

Mit s := g3 — % ist ¢o = \/s + ¢% und

= doo(q; p1, p2)

r r ds
/dq°5(4)(P —q—ps)  flgps) = / —————0"(P —q—p3) fg;p3)
N—— 2+/8 + q 2
0 beliebige Funktion ¢O=+/5+q2
N / a3 APy / / d3q d>ps
; 27T (27)32E; 2¢/s + q2(2m)32F;
q">0
i PP i 3 .
d q(27r)32E O (P —q—ps)= [ ds(2m)° | dpo(P;q,p3s) mit ¢° =s (324)
3
q">0 0 g’ J
{1} 2

{1}: Integration tiber alle fiktiven Massen
{2}: Zwei-Teilchen-Phasenraum eines Zerfalls eines Teilchens mit Masse M in Teilchen 3 und

ein fiktives Teilchen mit Masse /s und Impuls ¢. (Integration iiber ¢, nicht p3.)
Mit (324) wird (323) zu

Smax

dos(P;p1, pa, p3) = (27)? / dS/sz(R q,p3) do2(q; p1, p2) (325)
q

Smin

,Faktorisierung des Phasenraums® (ist eigentlich eine Faltung)

dps(P;p1, p2,p3) = (27r)3/d8/d¢2(P; q,p3) do2(q; p1, p2)
0

q

Graphisch:

I

p1,mMy P2, Mg P3,ms

/s heifit die invariante Masse des Teilchenpaars (1,2)
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Beispiel:

9 i P*q PP
B = [ dp3(P,p1,p2,p3) f(pip2) = (27) ds — S (P —q—p3)
2v/s+q?.J) 2E3

d3p1 d p2
(4 o
/ 2E1 2E2 q D1 p2) f(p1p2)

¢ —pi—py _s—mi—
2

2
dp3 5 —m?2—m?
B — (27) /ds/ / . (#

d3]91 d? p2
/ (4 q D1 —p2)

Nun ist p1ps =

2F, 2E2

=:1(q? ,ml,mg) aus (303)

I(g*, m3,m3) ist das 2-Teilchen-Phasenraumintegral aus (303) lediglich mit verschiedenen Mas-

Serl.

7r
2M?
mit \(a, b, c) 1= Va?+ b2 + ¢ — 2ab — 2ac — 2bc = [(a + b — ¢)* — 4ab] 2 (326)

I(M?* m2,m}) = MM? m2 mi) (M — mg — my)

A? heift Kéllen Funktion. Das ¢, ps— Integral ist ebenfalls das 2-Teilchen-Phasenraumintegral
aus (303)! 557 heifit 2-Korper-Phasenraumelement (setze M = 1).
Also:

(2

% _ 2 _ 2
B o= 0 [asg (ST ) 1P
0

= @n) 7 ds f (#) O(M — /5 — ms) B(v/5 — 1y — o)

2

4]\7;23)\(M2’S’m§> )‘(S’mimg)
(2 )77 (M—m3)2d ) ,
m S S—mi—m
~ 16M? / 5/ (%) A(M?, s,m3) A(s, mi, m3) (327)
(m1+m2)2

(Referenz zum Thema Phasenraum: H. Pietschmann)

Das Dreikérperphasenraumvolumen erhilt man aus B mit f(...) = (27)*. (327) ist selbst fiir
f =1 nicht elementar 16sbar, es ist ein elliptisches Integral.

Eigenschaften der Kéllén-Funktion:

e \(a,b, c) ist symmetrisch in a, b, ¢
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AM?,m2,mi) = \/(M? — (mq +my)?)(M? — (mg — my)?) (328)
Ma,0,0) 2 a — | (329a)
A(p1+p2)% p3,p3) = 2\/(P1 - p2)? — pi - ps (329b)

Wir 16sen B in (327) fiir mg =m3 =0, m; =m, M >m und f(x) = (2m)*

M? M?

(2m)~" / ds 40002 2 (2m)~? / 2 s mAM?
B = — (2 M= — — = ds |—s+ M —
oA | 5 GO Zs) (s m) =Ty [ ds | meH M Am s
m2 (329a) (329a) m2
(27T)73 Lo 4 27 r2 M?
= 3-Korper-Phasenraumelement fiir ms = ms =0
Fiir m = M verschwindet B.
Fiir m = 0 findet man: .
B = M? — 2 331
32(2m)3 (4m)* (331)
Vergleich mit 2-Kérper-Phasenraumvolumen in (303) fir m =0
I(M?,0,0) T
=2 332
Gop Gy (332)
Faustregel: Jedes zusétzliche Teilchen im Endzustand kostet einen Faktor 2 ~ 15

= Vielteilchenzerfille sind im allgemeinen unterdriickt.

Eine wichtige Anwendung von (325) ist der Dalitz-Plot.

Uberlegung: Fiihren 4 Impulsintegrationen iiber de¢s in (323) aus, so dass §®*) (P —p; — py — ps)
verschwindet, es verbleiben 9—4 = 5 Variablen des Phasenraums. Davon sind 3 nur Eulerwinkel,
die die Lage der Zerfallsebene im Raum beschreiben. Die physikalische Dynamik der Zerfalls
eines unpolarisierten Teilchens héng also nur von 5 — 3 = 2 Variablen ab.

Man wahlt

si2 = (p1+p2)’ = (P —ps)” (333a)
s = (p2+p3)’=(P—p)° (333b)
Im Ruhesystem P = (M 0 0 0)T ist gerade:
s19 = P>—2Pps+pi=M?+m3—2MFEs (334a)
S93 — M2 -+ m? — 2ME1 (334b)

d.h. die Variablen sis, s93 hingen mit den Energien Fj3, F; zusammen, die im Experiment ge-
messen werden. Die differentielle, unpolarisierte Zerfallsrate ist (siehe (280)):

dl = L H 5 — \M|2 (27T)45(4)(P —p1— P2 —Pp3) = (2ﬁ)4d¢3(P'P1 D2 p3)‘M‘2
2m \ L1 (2m)3 2E; 2M T

(335)
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Nun héngt ]M]Q von den Skalarprodukten p; pa, p2 ps und p; p3 (und deren Massen) ab.
Es ist

2p1pe = S12— m% - mg
2pap3 = Sa3— mg - m?‘)
und 2p1ps = (p1+p3)® —mi —m3 = (P —py)? —m? —mj
= M?*—mi+mj—m3—2 L = —819 — So3 + M? +m3  (336)

=p1+p2+p3

D.h. \/\/l|2 hiangt nur von den Massen und sy, So3 ab. Die differentielle Zerfallsrate

dsiadsss  2M S12 — P17 P2 S23 — (P2 + D3 3(£7; P1, D2, P3

. . . 2 .
ist also einfach zu berechnen, weil | M|” vor das Phasenraumintregral gezogen werden kann:

v (2m)*
d812 d823 N 2M

‘M|2($12> s93) [ 0(s12— (P14 p2)?) 8(s23 — (P2 +p3)?) dos(P; p1, p2, p3) (337)

Integriert man iiber d®pyd3pad?ps, so findet man

dT 1 M—= 1 1 —
? = M|?

dSlg dSQg (27T)3 a

wobei s15 und se3 so gewiihlt sind, dass der Zerfall kinematisch erlaubt ist ((my +mg)? < s13 <

(M — m3)?, usw.). Die Auftragung von dsf;gm gegen Sio, So3 nennt man Dalitz-Plot.

S923 4

(M — m1)2-

(m2 —+ m3)2 T

Konstantes |M|* bedeutet,
verschwindet.
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Abbildung 1: Monte-Carlo Simulation des Zerfalls D° nach K~n*7% (Erzeugt mit EvtGen, 10
Mio. Zerfille, Binning: 0,005 GeV?)

= Experimentell verrdt der Dalitz-Plot etwas iiber |./\/l|2 Z.B. bedeutet ein instabiles Teilchen
I in der Zerfallskette

21
/ 1
™~ )
D2

eine Hiufung von Zerfillen im Dalitz-Plot bei s;5 = M?. Die Grenzen des Dalitz-Plot ergeben
sich aus den #— Funktionen aus der Integration in (337). Das Resultat ist, dass & # 0
impliziert:

(m1 +mae)? < s19 < (M —my)?
Sggin S So3 S 812%&)(

mit
min /max (M2 + TI’L% — m% — m§)2 — [)‘(812: m%: m%) + )‘(M27 512, m%)]2 339
S93 = A1 ( )
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Fiir festes sio ist sB® bzw. s34 durch die Impulskonfigurationen bestimmt, bei der p, und ps
parallel bzw. antiparallel sind.

Die auftretenden Kéllén-Funktionen sind von der Form A\?((p+q)?, p?, ¢*) mit zeitartigen Vekto-
ren p, q. A\? ist dann immer positiv, so dass die Wurzeln reell sind. Es ist fiir A((p£q)?, p*, ¢*) > 0
sogar hinreichend, dass nur einer der Vektoren p,q oder p + ¢ zeitartig ist, denn

329b
22((p % ¢)% 0% ) 2 4((pg)? - P2 )

Sei p? > 0: dann gilt im Ruhesystem von p = (m, 0 0 0)T
N((p+q)p°,¢°) = 4(myE; —mym?) = 4m?2(EY —my) = 4m | " > 0 (340)

Da A symmetrisch in den Argumenten ist, gilt: (340) auch fiir die Fille ¢*> > 0 oder (p+¢)* > 0
(Impulskonfigurationen p, ¢, p + ¢ mit A\*((p £ ¢)?, p?, ¢*) < 0 nennt man euklidisch)

5.3.4 Streuquerschnitt

Teilchen-Bunches

Typ-B Typ-A
/—Z/L /—L
H %
Teilchendichte pg Teilchendichte pa

Der Uberlapp der Stirnflichen der beiden Teilchen-Bunches sei A. Die Zahl der Streuereignisse
ist proportional zu A, pa, pg,la, 5. Der totale Streuquerschnitt ist

” o Zahl der Streuereignisse (341a)
palapplpA

Man definiert prozess-spezifische Streuquerschnitte, z.B.:

Zahl der ete™ — putp~-Ereignisse

olete” - putp™) =
( K palapplpA
Differentielle Streuquerschnitt, z.B.
do do _ Zahl der unter Winkel ¢, 0 gestreuten Teilchen
d€ N d(pdCOSﬁ N pAlApBlBA

fiir Endzustande aus 2-Teilchen oder

Zahl der Streuungen in N — Teilchen mit Impulsen im Volumenelement d3p ... d>py

do =
palapplpA

(341b)
Skalare Theorie: Wellenpackete fiir einlaufende Teilchen



Wechselwirkende Felder ( Revision : 409 )

1

[ Pha &R
oa60) = | G o v

103

da(ka) o5 (ka) exp(—ibkp)| kakp )

(342)

(pa,p sind hierbei Wellenpackete, keine Feldoperatoren') Die Normierungsbedingung ist so
gewihlt, dass die Normierungsbedingung (147) fiir |kA kp Yin und (Padp | dadp ) = 1 gerade
(343)

[ & fonsti]

=1

entspricht. Aus ¢5(kp) wurde ein Faktor exp(—ib kp) herausdefiniert. Im Ortsraum seien
(344)

. &k
¢A,B(f) ::/(277')3 ex

um die Strahlachse des Beschleunigers zentriert
r)

Hl

p(—ik 7) ¢a5(k)

exp(—ibkp ) ¢p( k) entspricht dann wegen (344) ¢p( &

b versetzen Wellenpacket.

ba

!

PB

pA
+b), also einem um den Stoflparameter

Wir wihlen weiter ¢4 g(k) so, dass sie stark um die Impulse pa, pp zentriert sind und p4 und

ppr antiparallel sind b ist so definiert, dass pg b= p4s b =10

Ubergangswahrscheinlichkeit fiir

‘ ¢A¢B >m

N
ist dP(b) = H %)?QE

—

|ﬁ ﬁN >out

‘<P1---

vgl. (280) aus Normierung

Py | pags )|

(345)
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Die Zahl der Streuereignisse im Flachenelement d2b = db=dbV:

—

N = pala pplp d*b dP(b) (346)

(pxlx: Teilchendichten pro Querschnittsfliche, d2b: Uberlapp der Stirnfichen), wobei Py p =
(00 pZ,B)T gewiihlt ist und somit b = (b" v O)T. Vergleich von (346) mit (341b):

do = dU(d)A,B):/dQEdP(H)

N 3 -
(345) 9 d°py . . 5
/d bg (2)2E; (P1...PN | 0adB )] (347)
N 35 37 x(7
(342) d / 2 d k QSZ Z d l ¢ ( ) R dis —
= db exp(ib(l; — k;))
g (2m )32Ef H (2m)3 \/2E}, )3 /28,
out(ﬁl .- -pN ’ kAkB >zn out(ﬁl - 'pN ‘ lAlB >m (348)

Nun ist

-

/ P explib(i; — k) = (2m)26) (K — 1) = (20)26(kF — 12) (kY — 1Y)
Mit S=14+:¢T und

out (D1 N | KAk Yin = (P1...Pn|S|kakp) =i(Pi... Py | T|kakp)
N 5 o
= Z(27T)4(5(4)(]€A + kB - Zi:l pz) M( kA; kB?ﬁl? .. ﬁN) (349)

finden wir in (348)

N

totoan) = Ty 11 [ e amar R 1) ek 1)
g = e -
AR + (mp2Ey ML (2m)5\ /2B 2B, '
N
2m) 6D (ka + kg — ijl p;) (20)2 0D (14 + 1p — ijl ;)
M(EAaEBaﬁla"'ﬁN)M*(fA7fBaﬁla"'ﬁN) (350)

Die Integration iiber I und [¥ ersetzt 1Y — kY wegen 62 (ki — I;). Die Integration iiber
%, 1% ist von der Form:

N N
/ dI5dlz 6(17 + 15 — Zle P;)6(Ea+ Ep—» lep?e)
- N N
- /dzga(\/zi +m2 + \/123 +m2 — ZH Ey)

1 1 I
= mit ¥4 g i= — 351
ho_ 1B |Ua — Up| AR, (851)
Ea Ep

=115
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wobel vy p = |Ua p| die Geschwindigkeiten der beiden Teilchenstrahlen im Schwerpunktsystem
sind.
Mit (351) wird (350) zu

N — —
$Bi; [ PRy | - 2] - ) 1
o6 / oaln)| |os(i
4.5) H (2m)32E; | (2m)3(27)? al A)) ’ BB
N 2
CORERIERTED S ’M N (352)

do(¢ap) in (352) hingt noch von der Wahl der ¢4, ¢ ab. Je stérker ¢4 p um pla, P zentriert
sind, desto schwécher ist die Abhéangigkeit. Mit

N &, (2m)*6@W (kg + kp — Zj‘vzl ps) ’

do(ka kg pi . Bz )ME,IZ,*,...*
(ka, ko o 1 o) 32Ef 2E42Ep [04 — U] (ka.ks. 51, . )
(353)
st L
dkadk SENE: - ]2
do(¢a,B) :/(27r)gT:)3 dal A)) ’¢B(l€3)) do(ka,kp,p1...pN)
Es ist weiter: 1 ] 1
= - = = 354
EAEp|Us —Ug|  |Eppy — Eapil  |en2pip%l (354)

invariant beziiglich Boost in z-Richtung, gilt also auch im Laborsystem bei asymmetrischer
Strahlenenergie (E4 # Ep) (z.B. HERA, PeP-II (BaBar), KEK B (BELLE))

(353) gilt auch fiir Teilchen mit Spin im Anfangszustand, z.B. Elektronen / Positronen. Wich-
tiger Spezialfall: 2 — 2 Streuung

Im Schwerpunktssystem:

Do = —p1, § = P1 + Po = EA + EB, ¢° = Ecy = Energie im Schwerpunktssystem. (Fiir zwei
Strahlenergien Ey, Ep ist Eoy = 24/ EaER)

d°py d°py
/ $2(q; p1, pa) / (27)32E, (27)32E, (g —p1 —p2)

d*p o )
— /W(S(EC]W — FEy) — Ey) mit |ps]| — [pi]

d|pi| \pl\ d&l
= S(Eon — 1/ + \/ + (355a)
/ i ou \pﬂ m1 \pl\ m2 a)
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Die Nullstelle der §- Funktion ist:

A2 2 2 B2 4 (m2 — m2
Ip1| = (Eear, iy, mo) = E15 =/ ‘]71‘2 —i—mig = oM (my — m3) (355b)

2Ec 2Ecm

und nur positiv fiir Eopyy > mq + meo

1 A A
/d¢2(q7p1,p2) (2ﬂ)6/d 15,5 \ B + E O(Ecy —my — ma)

mit |py| wie in (355b)

1 1 |pi]
= d Q- O(Ecn — — 356
(%)6/ Ty, oM = = 2) (356)

(gilt fiir beliebige Bereiche des Raumwinkels)

do

Um den differentiellen Streuquerschnitt (m) oM

tiber d ) verzichten. Mit (353) finden wir

zu erhalten, miissen wir auf die Integration

do 1 |74 2
- = 357
(dQ)CM 2EA2EB |17A—17B‘ (27T)24ECM ‘M‘ ( a)
wobel iiberall
MEZy,m3, m3) B — EZy +mi —m3
2Ecu T 2Ecnm

—

P2 = —Pi, \]31\ =

gesetzt werden muss.

In vielen Experimenten ist der Strahl unpolarisiert, d.h. man muss iiber die Polarisationen im
Anfangszustand mitteln. Beobachtet man auflerdem nicht die Polarisationen im Endzustand,
so ist iiber sie zu summieren, d.h.

M[* = IM[?
Speziell fiir
Ecou s L ky 2k
ma = mBéEA:EB:T, UAZ—UB:E—IZ:EcZ
d 2 —
(fy _ bl -
dQY) oy 64m2EE,, .

Noch spezieller: Alle 4 Massen sind gleich, zusétzlich

E B . .
B = B=== 5= )kA] - ]kB)

do IM|?
= =7 358
(dQ)CM 6472 E2,, (358)
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Anwendung: Higgs-Suche bei LEP-II. LEP-II: ete™— Kollider mit /s &~ 200 GeV
Problem: Higgs-Kopplung an leichte Teilchen sind klein.
Dominanter Prozess bei LEP-II:

Z: E(A)(kh)? v

Feynman-Regel:

S (359)

Wir setzen vorraus, dass /s > My + My, so dass die Z/Higgs-Produktion kinematisch erlaubt
ist. Mit den Feynman-Regeln (286),(294),(295) und

IM = 1gaMa + igy My

sowie Vernachlissigung der Elektronenmasse

M 1 =i |9 - 5]
My _ , M3 | . v\
i = kg, ka, Lo M k 360
zMA} v(BSB)Vp{%}U(ASA)Z g wanMze (k1) (360)
. Mz 1 .
= ign— M%v(sz,sB)v“{ ’s }u(k:A,sA) "N (y) (361)
e 1 q:kAJrkB _ 1 _ 1
denn ¢"v(kp, sB)V, u(ka,s4) = vk g u+ v K u
V5 ~ V5 -5 N
=mev—0 =meu—0
M2 1 * v
My|* = 9?{(87]6[2)2 1 eV (k) €V (ky) tr (vl 4 p)
Mittelwert iiber s 4,sp :4[]6,4#163,/+/€B#/€AukakBgW] siehe (298)
M2
= gLV (k) WV (k) [kapkpy + kpuka, — kakpgw) (362)

M =gy



Wechselwirkende Felder ( Revision : 409 ) 108

Die Summation iiber die Polarisationen des Z im Endzustand, siehe (291)

kyky
M7

2%

3
> (k) @ W(ky) =
A=1

liefert:

M7 {k?kT

3
2= g — " | Tkaukpy + kpuka, — kak
;lel 9u (S— M%)Q M% g :| [ AuvBy + BuRAv A Bg,uy]

M2 (kka) (ki k) %
= g?{(s_]@%)Q |:2 M% —2kAkB—ﬁl%kAkB+4kAkB , k%:M%
3
1
Z My|* = géw [2(k1ka)(krkp) + Mzkaksp) (363)
—1 (s — M3)

Man findet: |My|> = |[M4|* und 335_, [MaMy| =0
Im Schwerpunktssystem schreiben wir:

do . 2d0’v 2d0'A
(dQ)CM - g T9gg

 Eou /s

E. = FEnp— =¥ ‘E ) —E
A B 5 5 AB AB
7
EA, 9 T —1 ks
> » -«
/
/
I
/
/ ks
und definieren:
- o - NG -
kika = E1Eq —kika = E1Ej— |ki||ka| cost = -— <E1 — |k cosﬂ) (364a)
~~ 2
=FE

M2z — M? - (s, M2, M?

mit gy, 20 SEME My e Al My My) )
2./s 2./s

= \/E -
kikg = FE1Ep — |ki|Epcos(m — 1) = 5 (E1 + | k| 00519) (365)

ka + kp)? — k3 — k2
und kaky — At 3)2 4 B:% (366)
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Einsetzen von (364), (365) und (366) in (363):

2

3
S —
D IMylPoy = fw [Ef - |k1|2008219+M§]
A=1

SchlieBlich: E2 = |ky|* + M2 und

3 92 s
Z ‘MV‘ZCM = 7H(8—7]\4%)2 <‘k‘1‘2 sin219 + QM%) (367)

Mit (357b) (und |ka| = ) also:

do 9h |E 2
— = — |k 29 +2M
(dQ)CM 64712(s — M2)? \/s <| 1P sintd o+ Z>

gH )‘(S 1”%71”12{) )‘(571”%>M12{)2 2 2
= 12872(s — M2)? . s sin“ v 4+ 2M5|  (368)
und d ,d d d
g oy 2 A _ 2 2 oy
a0 VdQ TS (97 +93) dQ
v

_doy
=aQ
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5.4 Quantenelektrodynamik

Die Lagrangedichte der freien Dirac-Gleichung hat eine globale U(1)-Symmetrie (parametrisiert
durch ¢ € [0, 27])

¥ — ¢ = exp(—iep) ¥ (369)
L =1 [i —m] 1 ist invariant beziiglich (369)
Noether-Ladung:

QUL . / Pt () ()

e € R ist die U(1)-Kopplung von 1. (369) beschreibt eine innere Symmetrie, denn x wird nicht
transformiert. Idee: ¢ abhéngig von x (immernoch innere Symmetrie)

¥ — ¢ = exp(—iep(x)) ¥ (370)
Jedoch mit ¢/’ = exp(—iep(z))
L' =" [ig —m] o' =1 exp(iep(x)) [if — m] exp(—iep(x))d = ¥ [id + e(gp) —m] ¥ # L

(371)
= (370) ist keine Symmetrie der freien Dirac-Gleichung.
Wir kénnen jedoch £ so erweitern, dass (370) zur Symmetrie von £ wird:
Reelles Feld A*(z) und
d, — D, =0, +ieA,(z) (372)

Dann ist:

L= (i) —m] ) =/ [id — ep' —m] ¢/ = P [i§f — ey, (A" — O"¢) —m] v = L

invariant, sofern

A = AP 4 9Py (373)
gilt. Die Lagrangedichte

L=y[ip —m]y (374)
ist also invariant unter der simultanen Transformation (370), (373). (370) heiBt lokale U(1)-
Transformation oder U(1)-Eichtransformation . (374) ist aus der freien Dirac-Gleichung
abgeleitet worden mit dem so genannten Eichprinzip (= Invarianz beziiglich (370)) und der

Minimalitét (Erweiterung nur um ein Feld).
Kinetischer Term fiir A*:

G T VP o T

= P oA — A T grar o ar (375)
ist U(1)-eichinvariant.
1
Ly= _ZF’”/FW (376)
ist also ein U(1)-eichinvarianter kinetischer Term:
1 1 1 1
La= 1 " = —Z(auA,,—a,,Au)(ﬁ“A”—a”A“) = 5(&,/1“)(0“%1”)—5(@A,,)(@“A”) (377)
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(Mit dem Faktor 5 wie beim reellen KG-Feld; Eindeutig: da z.B. F,,g"* = 0)
Lagrangedichte der QED:

Lopp =Y [i) —m]¢ — %FWF*“’ (378)

mit A* = Photonfeld und der elektromagnetischen Kopplungskonstanten e. Felder mit (373)
heiflen Eichfelder. e in (372) heifit Eichkopplung.

Man kann Fermionfelder v, mit unterschiedlicher Kopplung e g an das Eichfeld definieren. Dazu
definiert man den Ladungsoperator () durch

Q¢q - Q¢q (379&)
und erweitert (372) zu
D, =0, —ieQA, (379b)
und (370) zu
g — exp(—ieQp(x))y = exp(—ieqp(r))iy (380)

Dabei ist der reelle Faktor e iiberfliissig, aber hilfreich, um einfache Ladungsquantenzahlen ¢
zu erhalten:

q=0 fiir Neutrinos
q=—1 fiir Elektronen
qg=—1/3 fir d,s,b - Quarks (381)
qg=+42/3 fiir u,c,t - Quarks
Dann erweitert sich Logp zu
_ 1 ,
Loep = Z¢q [i) — mq] (e ZFMVFM (382)
Pq

Das Eichprinzip schrankt die erlaubten Terme in £ stark ein. Zunéchst erzwingt es, dass Eich-

felder Vektorfelder sind (wegen Lorentzkovarianz von D, in (372)). Eichsymmetrie verbietet

weiter einen Massenterm fiir das Eichfeld: m?A, A* ist nicht eichinvariant unter (373). Auch

ist A, A" nicht eichinvariant, jedoch ¥ D* = ¢ D, D"y = ) [0, + ieA,] [O* + ieA*] ¢ D
—_————

(Dimension —5)

—e?ynp A, A", d.h. eine hypothetische ¥ A, A* - Kopplung.

ist mit anderen Kopplungen verkniipft. Experimentelle Grenze an die Photonmasse m, < 6 -
107eV

Ebenso erzwingt die U(1)-Eichinvarianz, dass A, reell ist, mithin das Photon also keine U(1)-
Ladung trigt. Experimentelle Grenze an die Photonladung |¢,| < 510730

Kommutator:
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Dy, D) = [0, +ieA,, 0, +ieA ) =ie] 0,4, — Ad+ A, — 0, AN

——
=0 Av)+ A0y
= ie[(0,4)) — (0, A, = ieF,,1, (kein Ableitungsoperator wirkt auf 1))
Salopp : [D,,D,] =ieF,, (383)

In (75) hatten wir die Bewegungsgleichung des Photonfeldes berechnet (nun j, = —eiy,1)
und mit

0 F*P = 5 (384)

die Maxwell-Gleichungen gefunden. Die Euler-Lagrange-Gleichung fiirs Dirac-Feld ergeben aus
(374)

(i) —mlp =0 (385)
Aus (384) folgt allgemein:

— ab _ 9,48
0 Faﬁ;pﬁa 8g8aF = 853

d.h. wir kénnen A, nur an sogenannte erhaltene Strome, die dgj° = 0 erfiillen, koppeln. Im
Falle der QED ist

Out = —ed, b = —e[d + P = —et[P + D¢ mit DF = F —ieA*  (386)

(385) impliziert:

— .%
Gl +m) =0 (387)
Mit (385) und (387) folgt also aus (386):
D" = —e[—im + im]yp = 0 = Konsistenztest bestanden

Ein beliebiges j° = 0,(0*A° — 9° A%) (75) mit d55° = 0 ist im Impulsraum:

i’ = —k k7 AP 4 kP A
= —[kokg® o — ko k] A (388)

-

v
singular

kok?g® o — kokP ist wie erwartet singuliir, denn A® hat ja 2 unphysikalische Freiheitsgrade:

kﬂ[kQQﬁa - kakﬂ] =0

= aus (388) ist kein Propagator zu gewinnen.
Einen unphysikalischen Freiheitsgrad konnen wir identifizieren und eleminieren, indem wir be-
obachten, dass wir A* der Lorentz-Bedingung

9, A" =0 (389)

unterwerfen konnen.
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Mit (389) wird (75) zu
A% = 4P (390)

Was wegen 9557 = 0
D0;A% =0 (391)

impliziert und mit (389) vertréglich ist.
Insbesondere folgt aus (391): Ist(389) als Anfangsbedingung fiir ¢ = ¢, erfiillt, (auf einer raum-
artigen Hyperfliche), so auch fiir alle anderen Zeiten ¢. Im Impulsraum bedeutet (389):

k, AP =0 (392)

d.h. A* hat nur Komponenten mit Polarisationen ef[\)k:“ = 0, also keine skalare Polarisation
(die €,k* # 0 erfiillt)

5.4.1 Eichfixierung

Wir bauen die Bedingung 9,A* = 0 mit dem Lagrange-Multiplikator i in die Lagrangedichte
ein.

1 1 1

1 1
L= Lo+ Lyw=—3FuF" =500, A 2 50,4,)(0"A%) = 5(0,4)(0" A") = 560, A
(393)
oL oL 1 1
0 = —8pa(apA)\) o = —0,00AP 4+ 0,0° Ay + Egp 20,0, AF =0 A, + (E — 1) )0, A"
0 — {Dg,\u _ (1 _ %) aAau} A (394)
Impulsraum:
|:—]€29)\u + (1 — %) k,\ku] A =0 freies Feld (395)
{—kQQ,\u + (1 - %) kAku] DY (k) = i, Propagator (396)
e B P VL R 0 (397)
s |7 = F

(¢: Eichparameter) ) )
Im Impulsraum bedeutet d55° = 0 gerade ksj” = 0. Koppeln wir also D3¥ (k) an einen erhalte-
nen Strom,

Dy j
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so trigt der Term oc (1 — €) wegen kgj”® = 0 nicht bei.
In der Praxis benutzt man gerade diese Bedingung, dass physikalische Amplituden nicht von
¢ abhingen (Eichunabhingigkeit ) diirfen als Check einer aufwendigen Berechnung eines

Matrixelements.
Beispiel in der QED:

p p—k
NN
U(p, S) u /u(p - ka 8/)
ET Y X a(p> S)")/HU(p - ka 8,) [g;w - (1 - 6) k:]zc”}
14

und

u(p, s)yuulp — k, )k = ulp, )y — (i = )Ju v - k,s')
h,—/

m(p,s) mu(p k,s")
Analog zu (287a) definieren wir
dp 1 0
= ) ; (A= (M7 ;
A” o / 27T /2E Z ﬁ)a exp( pr) + € (ﬁ)ap exp(sz)] ‘pozEp (398)

Hier kann iiber reelle Polarisationen £, ) (transversal) und £® (longitudinal) summiert
werden oder iiber A = +, —, 3 mit

€ = L () 4 )

V2

Oppg = ePp=0 (]3) = 60 = = transversal (399)
(6(1’2))2 _ _(6—»(1,2))2 _ _1
eDp) = L = longitudinal (400)

\/ipo
(eD(P)? = o, (anders als beim Proca-Feld)

m

Alle erfiillen: plell>® = 0, d.h. (398) erfiillt (389).

Wir miissen noch eff’) loswerden:

Wenn man die Summe in (398) auf A = 1,2 beschrénkt, erzeugt A" nur transversale Photo-
nen. Diese Wahl heifit Strahlungseichung, sie ist jedoch nicht kovariant. Bei einer Lorentz-
Transformation EE}’Q), = A, ve"®) hat der transformierte Polarisationsvektor im allgemeinen
eine longitudinale Komponente! Um eine kovariante Quantisierungsvorschrift zu finden, fithren
wir die vierte Polarisation in (398) wieder ein. Zunéchst wihlen wir paarweise orthogonale

Polarisationsvektoren Eff‘), A=0,1,2,3 z.B.

1

E(O) _

V= 6(2) _ 6(3) —

o O O
=

S O = O
=

O = O O

_— o O O
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und bezeichnen die Erzeuger / Vernichter mit &;’\), &,(J)‘)T.

Die kanonischen Vertauschungsrelationen sind:
_ _ ’ _ Al
A=l =g (o

Fiir die letzten Vertauschungsrelationen haben wir zwei Moglichkeiten
3
> [eVa, éap ™ = —g., (2m)2E,0(5 - p) (402)

und die gleiche Beziehung mit umgekehrtem Vorzeichen rechts. Lorentz-Kovarianz erzwingt das
Auftreten von g,,, rechts. (402) impliziert nun (Kontraktion e*®)e’(=));

_(n) =t —1 3 ) (7 A\, , A=0
a,, ay = { 41 }(27?) 2E,0%(p'— p')dan fiir { N=1.2.3 (403)
weil EELO)E(O)“ =1, eg)e(j)“ = —1,5 =1,2,3. Wir rotieren nun in ein Bezugssystem mit
P 1) 1)
0 e(p) =€ (p)
o
p 0 @ (p) = €@ (p) (404)
0
p
H 1
() = e = —= (6O 4 ) (405)

Vot V2
Der Polarisationsvektor mit skalarer Polarisation ist

W (F) = — (O _ g3y (406)

=%
Achtung;: e( e )“ =1 (siehe [ ])

Aus Z)\ 0_()‘ Z)\ o€u ap ) folgt mit (404),(405) und (406): a _(1 D = (1 2 und
1
_(0) _ 3 0
afg) = ﬁ(a}g) —afg)) (407a)
1
_(3) _ 3 0
aI(J) = ﬁ(&;) —aI(J)) (407b)
Also:
1 _
al) = ﬁ(aéo) —al) (408a)
L, _
af) = ﬁ(&?@ +a?) (408D)
Die Kommutatoren der neuen al({\) sind:
o,y = [, 0] = (27)2E,00) (5 - 7) (4099)
0 3
@®,aV" = [a®,a$ =0 (409b)
0,01 = [af?,al)"] = —(27)*2E,09) (5 - ) (409c)
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Alle anderen Kommutatoren verschwinden. Die Vertauschungsregeln fiir a,(Jl’Q) sind also wie die

von &;1’2),&1()1’2” in (403). (409) ist Lorentz-Invariant und gilt in jedem Bezugssystem. Da wir

ef?)a,(yo) in unserer Fourierdarstellung (398) beibehalten, kénnen wir die Bedingung 0, A% = 0

bzw. k,A”(k) = 0 nicht mehr stellen.
Losung;:

Gupta-Bleuler-Formalismus
e Fiir physikalische Zusténde | phys) muss gelten:

a§0)|phys) =0 (410)

D.h. zum Photonen-Fockraum gehoren nur Zustéinde ohne skalare Polarisation. Wegen

p @) [ dp i ©) (1)) : O (VY OF (7
9 A "= (QW)?,W[—(JOE (p))ay” exp(—ipz) + (e (p))ay" exp(ipz)]| ,_,,
p
gilt also:
(phys |0,A"| phys ) = 0 (411)

D.h. alle Matrixelemente erfiillen die Lorentz-Bedingung. Mo6gliche physikalische Ein-Teilchen-
Zusténde sind:
a0y, al?0), af0) (412a)

denn alle erfiillen (410), z.B.
a1 0) 2 0 ©1a®)0) = 0
=0
nicht jedoch a,(JB)T\ 0), denn

a®a®10) 2 —(2m)22E,0%) (7 — )| 0) = a®'|0) ware skalares Photon

Physikalsche Vielteilchenzusténde sind alle Zusténde

alint .Gt 0) (412b)

p1

in denen kein cq(,j)T vorkommt. Wir haben immer noch eine Polarisation zuviel und ein weiteres

Problem: Die Normen der Einteilchenzusténde sind wegen

(0]alPalt0) 2 (2m)%2E,0%) (5 - ) (413)
(01aDa®j0) L g (414)

nicht positiv definit. (413) stellt zwar sicher, dass Wellenpakete | f ) aus transversalen Photonen
(flf) > 0 erfiillen (wir also das richtige Vorzeichen in (402) gewiahlt haben), solche aus
longitudinal polarisierten Photonen haben wegen (414) jedoch eine indefinite Norm. (Wegen

ay(f)a](;oﬁ] 0) # 0 ist also a](;o)” 0) longitudinal polarisiert)
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Der zweite Punkt des Gupta-Bleuler-Formalismus ist:
e Physikalische Zusténde entsprechen Aquivalenzklassen von Vektoren des Fockraums, wobei
zwei Zustidnde | 1), | 2) als dquivalent definiert werden (|1) ~ |2)), wenn gilt:

1) = 12)I° = (2] = {1D(I1) —|2)) =0 (415)

Man verifiziert mit (414) die Transitivitét, also dass |1) ~ |2) und |2) ~ |3) auch |1) ~ |3)
impliziert. Einfacher Die zu (412b) dquivalenten Zusténde erhéﬂt man durch alle Substitutio-

nen afgj . ap f 4+ )\a ) und mithin gilt: a(“) : az(,o) apn T] 0) ~ 0 und der so definierte
Hilbertraum ist posmv definit, denn aus ||| f )| = 0 folgt | f) ~ 0
Beispiel:

j=1,2: 17Dy = a1 0) ~ (@' + o) 0)
e Norm:

(O\( —|—a())( aft + a0 0) = (O\ag)ag”—ir a(o)a() —|—a1(f) ot +a;9)al()0)”0)
—_———

vertauschen und a ]) |0)=0 =0 (414)

= (0]aYa"|0)
e Lorentz-Kovarianz:

k" = A" KV, e = ((1) mit €k = 0 (also transversal).

€

0 — —
e = (g) + (717) mit &K =0, 7' 1 ¥

'k, = 'k, =0=0=0"E, — ik =1°E}, - |ij|| F|

Ansatz:

Nun ist:

= B = |7} = o = |7l wnd = g

= €/ ist nicht transversal, der Zusatzterm ist (im Bezugssystem mit K = (0 0 E,’C)T)
gerade:

und |p (€ +n°V2e@H) ) = | pe) + n°V2e@ral T 0) ~ [pe)
= Die Aquivalenzklassen sind wirklich Lorentzinvariant (fiir Einteilchenzustande gezeigt)

Um die Konsistenz des Gupta-Bleuler-Formalismus zu beweisen, muss weiter gezeigt werden,
dass die Ersetzung e* — e 4+ X\e®* auch die Matrixelemente nicht veréndert:
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' (pn)

Invarianz unter €% (p;) — € (p;) + Ae® i (p;) erfordert:

6(3)“1 (pj)M;Lan =0 fur j =1...n (416)

Wegen e®# oc plj ist hinreichend, dass gilt:

p“jM,u,L..un =0 (417)

Dies ist auch tatséchlich erfiillt. (417) heifit (QED-)Ward-Identitét, die wir spiter beweisen
werden.

5.4.2 Feynman-Regeln der QED
e Photon-Propagator (siehe (397)):

PVAV.V R (1-2¢) Kok (418)
& 5 w2t ! ;2

e Fermion-Propagator (siche 5.2):

P i[]ﬂ—m]aﬁ
a g p? —m? +1i0

e Fermion-Photon Vertex: j
H )
>f\m iqre[yuljn (420)
k

q¢s : Fermionladung, ¢ = —1 fiir das Elektron, e = 0, 3 = elektromagnetische Kopplungs-

(419)

e 1
konstante ¢ = agep = TR

e Externe Photonen (siehe (295)):

einlaufend /;7 €u (p)
L (421)
7’
auslaufend /;7 e, (p)

(mit transversalen €, Addition von €, o p, erlaubt)
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e Externe Fermionen (siehe 5.2):

Fermion Antifermion

.S o, s
einlaufendes uy(p) v (p) (422)
o, s .S
o
auslaufendes us (p) v3(p)

e Die Regeln fiir das globale Vorzeichen und der Faktor —1 4f'ur geschlossene Fermionlinien
gelten natiirlich wie bei der Yukawa-Theorie. Ebenso: [ (37314 fiir jede Schleife.

Wir betrachten ein externes Photon mit (u, P). Jedes Photon endet an einer Fermionlinie. Es
treten 4 Félle auf:

1.

(423)



Wechselwirkende Felder ( Revision : 409 ) 120

2.
@V 1+ P= /%’]¥+_1
ﬂ(kN-i—lv 8)
(424)
3.
(425)
4. B
lP
. . l;l + ﬁ l;l R
(k) + P,s) —=—%—"<— y(ky, )
(426)

Zu M tragen alle unterschiedlichen Feynman-Diagramme mit gleicher Zahl externer Photonen

BT e P Ry PHyim=hyom rilly 4m] il +ml]
kg —m? o k3 —m? k2 —m? k3, —m?

mit fiktivem % Vertex — (427)

auch die Diagrammklasse:



Wechselwirkende Felder ( Revision : 409 ) 121

kivs kjto

-+ —

i +ml i, +m]}

k2 B

—m?2 2 92
1 kjpo —m

wie in (427) (428)
Aus der Summe aus (427) und (428) fillt der Propagator

i[]?/j+1 + m]
heraus. Summieren wir fiir den Fall einer offenen Fermionlinie mit N Vertizes alle Diagramm-
klassen fiir j = 2,... N — 2, so findet man

(429)
- ks s) (-iep e
I/:HN+1727(HN7m) e/a(kN+1, S)WN-H — m]M e — eﬁ(kNH, 3) - (430)

2 _ 2
kx, —m

P
Fyn Sy

= —cu(kni1,s) —=
§ (431)
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Analog liefert (425) gerade:

und die Summe aus (429),(430),(431) ist gleich 0. Der Beweis galt fiir N > 2. Der Fall N =1
wird durch (426) trivial abgedeckt.

Damit haben wir p*M,,, . .. = 0 fiir die Diagrammklasse bewiesen, in der unser Photon
(i, P) mit einer offenen Fermionlinie verbunden ist.

Fiir den Fall einer geschlossenen Linie mit N > 3 findet man:

Summiert man iiber alle Diagrammklassen, so findet man wieder 0. Fiir N = 2 sind die beiden
Diagrammklassen, die man durch Vertauschen der Photonen auseinander gewinnt, gleich. Doch

auch hier ist: M@M
pﬂ-mwm:xwu =0 (432)
P P P
Damit haben wir die QED-Ward-Identitit gezeigt:
M =" (py)-- - (pN)Mm...uN = p?jMNl---Nj---HN (433)

In jedem Feynman-Diagramm diirfen wir also e (p;) durch e (p;) + B (p;)
(wegen €™ (p;) oc pi7) ersetzen.
= Gupta-Bleuler-Formalismus ist konsistent.

5.4.4 Anwendung: Myon-Paarproduktion in e¢*e¢™— Kollisionen

QED-Prozess:

B/ M

/" P PN
Wir berechnen den unpolarisierten Streuquerschnitt. Niitzliche Abkiirzung:

Elektron-Spinor e(k,s) = wu(k,s) (434a)
v(k, s) (434b)

Positron-Spinor e(—k, s)
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D.h. e(k, s) beschreibt ein Elektron mit Impuls k, wenn k° = E, > 0 und ein Positron mit
Impuls —k, wenn k° = —FE), < 0:

KO >0 K0 <0
k k

Vorteil: k flieBt immer mit der Fermionzahl, und

Ke(k,s) = me(k,s)

.o + —
ek, )i = me(k, s) } fiir e und e

Polarisationssumme:

Z e(k,s)e(k,s) = sgnk? - [ +m] (435)

S

Vernachlissige m, und m,: Mit (418) bis (422) erhélt man:

iM = e(—pa,s2)(—ie)y e(pr, s1)

e e pa)u(pr + pa)y
(1 + p2)? {g’w S (p1 + p2)?
ilpa, 53) (—ie)7" 1(=pa, 5a)

= ?é(—])% so)y"e(pr, s1) f(Ps; $3)Yutt(—Da, 54)
mit s = (p; + p2)?. Der Term oc 1 — & verschwindet wegen

ey + y)e =0
—~

~—~
-0 -0
MM* = gé(—l)m s9) V" e(pr, 51)[(P3, $3) Vbt (—Da, S4) (P4, 54)Vpi (D3, 53)€(p1, 51)7 e(—D2, 52)

(436)
graphisch:

/Dy
M ! M*
Schnitt

Der Schnitt kennzeichnet den Endzustand.
M*: gespiegeltes Feynman-Diagramm + Fermionzahlfluss und Impulsfluss umgedreht.
= MM* = erlaubtes Diagramm (Endzustandslinien verbunden)
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Feynman-Regel fiir M: (gilt immer, nicht nur fiir die QED)
Das Diagramm zu MM”* wird mit den {iblichen Feynman-Regeln berechnet (jedoch wird bei

den geschnittenen Propagatoren kein Faktor m mitgegeben. Die Polarisationssumme iiber
s3, 54 in (436) ergibt gerade: (m, # 0):

tr —p,tm +m -1 437

(Y=t + )% (s +1m)) - (=1) (437)

wegen (435)

Die Feynman-Regel fiir Fermionschleifen liefert auch den Faktor (—1) und die Spur (437).

ftm

Jedoch ist der volle Feynman-Propagator i

fiir p = p3, —p4. Damit finden wir \./\/l] viel

2+zs
schneller (nun fiir m, = m. = 0):

Z‘M|2 = %(— ) (Vu(—H)Vols) E(—p2, s2)7"e(p1, 51) €(p1, s1)7 e(—pa, $2)

83,54

und (M2 = —ZZWI (Vg Volls) (G ") (438)

81,52 83,54

denn

Y e(=pa,s2)7e(p, 1) €(pr, 1)1 e(=pa, 52) = tr(v p ) = tr(V iy i)

51,52

Die Spuren berechnen sich zu

T = tr(Vulyvols) tr (V057 1)) = 32 [(p1pa) (p2ps) + (P1p3) (P2ps)] (439)

Schwerpunktssystem:
+
1
/i

2, \Y L2

/

1
E E E B
10 | 0 | Esinv | —Esind 2
p1 = 0 D2 = 0 P3 = 0 Py = 0 ) s=4F
E —-F —F cosd FE cosd

T =25 [(1 — cos¥)® + (1 4 cos¥)?] = 45°(1 + cos® V) (440)
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Einsetzen in (438)
Z IM[* = e*(1 + cos® V) (441)

83,54

Mit (358) finden wir fiir den unpolarisierten Streuquerschnitt)

do IM|? et ) a? 1+ cos? ¥ _ e
_ _ 1 g) = &L HcosTY ta= 442
(dQ)CM 6472s 647?23( + cos™?) 4 5 T (442)

Die Integration iiber ¢ liefert:

271
do :/dcp d_a :a27rl+cos219 (443)
dcosv ) oy A2 ) o 2 S
0

Wir kénnen uns die Winkelverteilung auch in Form von Kugelflachenfunktionen ansehen:
Winkelverteilung in (443)

4
1+ cos® V) = 4r|Yy (¥, @)‘2 + —W}Ylo(ﬁ, @)}2
—_—— 3 —_——
1=0, s-Welle =1, p-Welle
Virtuelles Photon: Spin 1 = ™y~ — Paar in j = 1 Zustand ergibt zwei Moglichkeiten:
e /=0und s=1
e /=1und s=0

(s: Gesamtspin des utpu~— Systems)
Beim Austausch eines skalaren Teilchens (Higgs,. ..) wiirde man keine ¥ Abhéngigkeit finden,
den j = 0 impliziert s = 0,1 = 0 und das pu*u~— Paar ist in einer s-Welle:

T — tr(y, ) tr(tyf,) = 16(pip2) (paps) = 4s® = isotrop

5.4.5 Crossing-Symmetrie

Beispiel:
e pu —ep (444)
e = * ——
D1 : D2
— | —
P4 | D3
W — - W

Einziger Unterschied zu ete™ — utpu™ ist po — —pao, p3 — —ps wobei auch é(—pa, s9) —
é(pa, s2) und fi(—p4, s4) — [(pa, sa) ersetzt wird (vgl. 434). Die Polarisationssumme (435) hat
wegen sgnp? = sgnp) = sgnpd = sgnp] = 1 nun keinen Faktor (—1). Die Berechnung eines
Prozesses, bei dem Teilchen im Anfangszustand durch Teilchen im Endzustand ausgetauscht
werden, z.B. AC — BD oder A — BCD aus AB — CD (C, B Antiteilchen zu C, B) heifit
Crossing.
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Crossing-Symmetrie
M(A;... A, — By...By) = (-1)!M(A;... Ay — Ay, .. Ay, By ... By) (445)

wobei f die Zahl der (Anti-)Fermionen ist, die vom Anfangs- in den Endzustand gekreuzt
wurden. (445) ist so zu verstehen, dass die Impulsrichtungen in beiden Matrixelementen gleich

sind. Al\ /'Bl Al\ /A2

4 N\pB, B Ng,

D.h. der physikalische Impuls eines gekreuzten Teilchens mit Impuls p ist —p. Also impliziert
(445) die analytische Fortsetzung von p° < 0 nach p® > 0.
Das Matrixelement zu e”pu~ — e~ g~ kann man also aus (438),(439) ablesen:

SIME = S TM(ee — )P = 5032 () (o) + i) paps)] (446)

s

wobei t := (ps — p1)? nun den Impulsiibertrag vom e~ auf das u~ bezeichnet. Die Kinematik
ist nun anders als bei ete™ — ptpu™:

/ B

p1 und p3 wie in eTe” — ptpu~. Aber py ist mit p, vertauscht:

I

E E E E

0 —FEsind Esin? 0
P11 = 0 P2 = 0 b3 = 0 Ps = 0

E FE cosd —F cosd —-F

z.B.
t=(py—p1)* = (Ey— E\)* — (pr — p1)* = —E°[sin® ¥ + (cos ) — 1)?] = —2E%*(1 — cos?))

Setzt man alle Skalarprodukte ein, so findet man (mit s = (p; + p2)?)

do o?
o7 - — = (441 519)2 44
(dQ)CM 28(1—C0819)2( + (14 cos9)%) (447)

do Ta?
= —4+(1 19)? 44
<d00819)CM 5(1—00319)2( + (14 cos9)7) (448)
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= andere Winkelverteilung als in (443)

do . . .. .. .
(dcosﬁ)CM wird singular fiir ¥ — 0 wie

do ﬂ:oi
dcosty ¥4

(449)

(Nennt man auch collineare Divergenz)

D.h. Streuprozesse, bei denen sich die Teilchen fast verfehlen (schleifende Kollisionen, , glan-
cing collisions“) sind begiinstigt. ,,Beliebig kleine Impulsiibertrége passieren beliebig oft“. Das
Verhalten in (449) ist Folge der Massenlosigkeit des Photons, also der Langreichweitigkeit der
elektromagnetischen Wechselwirkung (- dem Coulomb-Potential kann man nicht entkommen).
In einer 2 — 2 Streuung

]71\ /]73
B P
heiflen
s = si2=(p1+p) = (ps+ps) (450a)
t = si3=(p— p3)2 = (p2 — p4)2 (450D)
und u = So3 = (p2 — p3)° = (p1 — pa)* (450c)

Mandelstam-Variablen (vgl (333)). Driicken wir die unpolarisierten Matrixelemente durch
s,t,u aus, so bedeutet die Crossing-Symmetrie gerade

IMP(s,t,u) = |IM|*(t,u, s) = |M|*(u, s,t) = ... usw. (451)

was man an (438)/(439) und (446) tiberpriifen kann.
Fiir beliebige Teilchenmassen my, ... my gilt:

3+t+u(3i6)m%+m§+m§+mi (452)

Dabei ist immer s > 0
Fiir m; = mg (oder mg = my) ist t <
und fiir m; = my (oder my = mg) ist u <

In realistischen Hochenergiekollisionen ist ¢ < 0 und u < O:
Im Ruhesystem von Teilchen 1:

RS
t = (pl —p3)2 = m% + mg — 2p1p3 = (m% + mg) — 2m1E1 = (m1 — m2)2 + 2m1(m3 — Eg) <0

Fiir sehr kleine |ps| geht F3 ~ mg + O(| p5|*) gegen m3 und ¢ kann positiv werden, sofern
my # ms (und mg # my), d.h. der Impulsiibertrag | p5| muss klein sein, damit ¢ > 0 ist.
Kollisionen mit kleinem Impulsiibertrag sind jedoch uninteressant.

Die durch Crossing aus ee™ — ptu~ gewonnenen Prozesse klassifiziert man auch als



Wechselwirkende Felder ( Revision : 409 )

s - Kanal Prozesse

e ,u+
1
~ 1
S —
et 1
t - Kanal Prozesse
e~ e
1
~ 1
1
I I
u - Kanal Prozesse
e~ e
1
~ 1
t
+ +
I I

Beispiel: ete™ — ete™

6+ >wwvv< i
s - Kanal Prozess

(siehe auch [2])

et

128

| E |

pr nt

6+ E €+

o T
R R o
< < et

t - Kanal Prozess
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6 Das Standardmodell

Elektroschwache Wechselwirkung (Glashow-)Salam-Weinberg-Modell

Stephen Weinberg: ,, A Modell of Leptons“ (Phys. Rev. Lett. 19, 1264 (1967))

Abdus Salam: ,, Weak and electromagnetic interactions® (1968)

Vorléaufer:

Sheldon Lee Glashow: ,, Partial symmetries of weak interactions* (Nucl. Phys 22, 579-91, (1961))
Nobelpreis 1979: Weinberg, Salam, Glashow

Starke Wechselwirkung Quantenchromodynamik (QCD)

Harald Fritzsch, Murray Gell-Mann: ,, Current Algebra: Quarks and What Else?“ (1972)
David J. Gross, Frank Wilczek: ,, Ultraviolet Behavior of Non-Abelian Gauge Theories“ (Phys.
Rev. Lett. 30, 1343 - 1346 (1973))

H. David Politzer: , Reliable Perturbative Results for Strong Interactions?* (Phys. Rev. Lett.
30, 1346 - 1349 (1973))

Nobelpreis 2004: Gross, Wilczek, Politzer

Das GSW-Modell und die QCD sind nichtabelsche Eichtheorien. Das solche Theorien sinn-
volle Quantenfeldtheorien sind, wurde gezeigt in:

Gerard 't Hooft, Martinus J. G. Veltman: ,, Reqularization and renormalization of gauge fields
(Nucl. Phys. B44: 189-213 (1972)) (Nobelpreis 1999)

43

6.1 Nichtabelsche Eichtheorien
Die Lie-Gruppe SU(N), N > 2 ist definiert als:

SUN) ={U e CV*N . UTU =1AdetU =1}
Jede U € SU(N) lasst sich schreiben als:
U = exp(iXd®) mit A\, € R, T* =T und trT* =0 (453)
Die Generatoren 7 bilden die Lie-Algebra SU(N)
[T T = ifTe (454a)

Die fo¢ heien Strukturkonstanten. Die Zahl der linear unabhéingigen T ist die Dimension
der Lie-Algebra bzw. Lie-Gruppe und ist gleich

N?*—1 (454b)

Eine Lie-Gruppe ist nichtabelsch (= nichtkommutativ), wenn mindestens ein f¢ # 0 ist.
SU(N) ist daher nichtabelsch!
Die Normierung der SU(N)-Generatoren kann man so wihlen, dass gilt:

tr(T°T") oc §7° (454c¢)
Aus [T2, [T, T€]] + [T°, [T, T]] + [T¢, [T* T°)] = 0 und (454a) folgt die Jacobi-Identitit
fadefbcd 4 fbdefcad 4 fcdefabd =0 (455)
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Jeder Satz von N? —1 M x M Matrizen T, der (454a) erfiillt, bildet eine Darstellung von
SU(N). Fir jede Darstellung der SU(N) kann durch unitdre Transformation der T erzielt
werden, dass alle 7" Blockdiagonalgestalt haben:

™ 0 ... 0
a(2)
ro=| Y T
: . S0
0 o 0 Tﬂ(")

Gibt es nur einen solchen Block, so heifit die Darstellung irreduzibel. Mit UTU = 1 bilden
T = UTTU eine Darstellung der SU(N). 7% und T heiflen dquivalent.

tr(TT?) =: C(r)s™ (456)
definiert den Dynkin-Index C(r). Aus (454a) folgt

T, T = ifriTe i peo(r) = w([T0, TITY)

roTr roTr
]

abc __ _L
=17 = Tew

(T2 THT) = s (n(TETTY) = w(TVTET) - (467a)

= fa% ist total antisymmetrisch
Fiir die definierende Darstellung r = N der SU(N) wéhlt man:

1
Eine Darstellung hat die Dimension d(r) = M, wenn sie aus M x M Matrizen besteht. Die

definierende Darstellung der SU(N) hat Dimension N. Die adjungierte Darstellung wird mit
r = (G bezeichnet und ist durch die Matrizen

(T8l = if ™ (458)
gegeben. Das die T¢ eine Darstellung bilden, folgt aus der Jacobi-Identitéit (455) und fob¢ =
_fbac

4
[Tg’7 Té!]ae = TgadTCCv'de o Té’adTg’de (ig) _fabdfdce + faCdfdbe

cde ra e pead (455) ade rbc - rbed s rade - rbc
— fdfbd+fbdf d Vo —fdfbd:Zfbded :ZfdeCdT‘ae
= [Tg, T6) = if**'Tg (459)

Es ist
d(G) = N* -1 (460)

Die Matrix T%T® vertauscht mit allen Generatoren:

[Tb, TaTa] — T [Tb7 Ta] 4 [Tb, Ta]Ta — Z-fbacTaTc 4 ifbacTcTa =0
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Matrizen, die diese Eigenschaft haben, heilen Casimir-Operatoren. Das Schursches Lem-
ma besagt, dass fiir eine irreduzible Darstellung jeder Casimir-Operator proportional zur
Einheitsmatrix ist:

TOT = Co(r) 1,5, (461)

Beispiel: Drehimpuls [J?, J;] = 0 = J? = j(j + 1) 1 fiir irreduzible Darstellungen
Die Zahl Cy(r) wird wie T*T" als quadratischer Casimir-Operator bezeichnet.
Aus (456) folgt

Co(r)d(r) = Co(r)trle 2 tr(1o1%) "L 0 (r) 505% "2 () (N? = 1) Y ¢(1)d(@)
Calr) = G (462)

womit wir Cy(r) fiir alle Darstellungen aus dem Dynkin-Index C(r) ausrechnen kénnen.

SU(2): Definierende Darstellung zu j = 1/2

a

T = % (c: Pauli-Matrizen) (463)
1 21 ¢
1,1 = 0" 0") = Jeot = i (464)

= Strukturkonstanten sind &,

1 1
tr(T°T°) = 1 tr(o%c®) = §5ab

Adjungierte Darstellung:

T8, = ic™* (465)
0 0 0
T, = i [0 0 —1]| usw
0 +1 0

d(G) = 3=dimSU(2)
Das ist die j = 1 Darstellung, die ein Vektorfeld beschreibt. Mit (462) finden wir

31 3
Co(G) = 25 =1 (466)

6.1.1 Allgemeine Aussagen iiber SU(N):

9 Oy(N) = (467)



Das Standardmodell ( Revision : 409 ) 132

Oft bezeichnet man
Cy = Cy(N) (468)
Niitzliche Beziehung fiir r = N:

1

Beweis: 1 1
(ig) .

Xy = §5il5jk - ﬁéijékl

ist hermitesch mit 1

1
7N TR

ij (i)
tr X0 = x330) = 5

=N
= X W) lisst sich schreiben als X (@) = \eT% und
(436)

1 a b bra ij)a 1 1 a 1 a 1 a a a
A= DA tr(TPT) = tr( X T9) = 5 bk = 22050k T = 5T — 520 e T = X = T

Adjungierte Darstellung:

456) (458)  Lcad rdbe
= w(TgTg) = —ff®

) (458) e rde
TeadTéa = —foUf* (470)

(@) 5 ¢
Oy(G) s &
= C(G) = C3(G) im Einklang mit (462). Berechnung von Cy(G) mit Hilfe von (469):

N2 -1 (45_417) d(G) o 5ab5ab _ 5aa

CQ(G)(N2 . 1) i _facdfdca :7 ZZfacd (tI‘(TdTCTa) o tI‘(TCTdTa)>
=2 (te ([T, TTT®) — tx (T[T, T\ T%))
= At (T°T°TCT") — 4tr(T°T°T°T°)
—~—
=C2(N)1nxnN

AN (L) — AT TR T
O UGN 20T+ Tl NG+ 9
=0 —tr(TeTe) —N2-1
= Co(G) "2 4N ]fN_Zl + % = NZN_ L % =N (=C(@)) (471)
Komplex konjugierte Darstellung: Die Matrizen
T¢ = =T (472)

bilden die zu r komplex konjugierte Darstellung 7, denn aus (454a) folgt

(=T =T = if (= T)
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Die zu » = N komplex konjugierte Darstellung bezeichnet man mit N. Sind 7 und 7 dquivalent
(also T2 = UT*UT), so nennt man r reell. Ein Spezialfall einer rellen Darstellung ist eine mit
rein imagindren Matrizen, bei denen T = T* und U = 1 ist. Aus (457a) schlieBt man leicht,
dass fo reell ist. Damit ist G’ wegen T¢,. = if®* eine reelle Darstellung.

Fiir SU(2) (aber nicht fir SU(N) mit N > 3) ist die definierende Darstellung reell. Denn

a* a

a a
Ta:C%undTa*:J2 :—02%02:5%5

da o? unitér ist. = T¢ = T°.
SU(N)-Transformationen lassen das Skalarprodukt &', £, € CV invariant:
&y = (U€)TUn fiir U € SU(N)

Reelle Darstellungen r haben die Eigenschaft, dass es eine Matrix G gibt, so dass £ Gn fiir
£,m € CU) invariant ist:

£'Gn = (U&)'GUy=¢£"UTGUy
fiir alle &, € C4") also G = U'GU. Im Fall der r = 2 Darstellung der SU(2) ist

.9 [0 +1 S &3 [
G—6—202—<_1 O)mltﬁ—(é),n—(n;)

5T577 = &ime — &atn (473)
SU(2)-invariant! (473) heifit symplektische Form.
Die Transformationsgruppe, die fiir £, 7 € C2V

und damit ist also

§iman + Soman—1 + - FENINg1 — Enpnv — Enpalin—1 — -0 — §anTh

invariant ldsst, heiit Sp(2N). D.h. SU(2) = Sp(2N).
Praktischere Art, (473) zu nutzen:
Mit

C ook ;
§:=¢e" = <—§i‘> (474)

ist neben £y auch £fn = —¢£Ten SU(2) invariant. Transformiert sich ein Feld, dass ein Teilchen
beschreibt, geméafl r, so transformiert sich das zum Antiteilchen gehorende Feld geméfl 7. An-
tiquarks haben also zum Quark entgegengesetze elektrische Ladung und Antifarbe. Dagegen
benotigt man nicht das Konzept ,, Anti-Spin®“ und ,, Anti-Isospin“, denn alle Darstellungen der
SU(2) sind reell!

Teilchen, die ihre eigenen Antiteilchen sind, transformieren sich nach reellen Darstellungen der
Symmetriegruppen.

Beispiele:

1. Z-Boson: adjungierte Darstellung der SU(2)
2. Gluon: adjungierte Darstellung der SU(3)
3. rechtshéndiges Majorana-Neutrino ist ein Singulett unter allen Eichgruppen

4. Supersymmetrie: Gluinos (Majorana-Fermion): adjungierte Darstellung der SU(3)
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6.1.2 SU(N) - Eichtheorie
N Dirac-Felder (oder Weyl-Felder) ;... 1y werden zu
()

P(r) = : (475)
Y ()

zusammengefasst. ¢ transformiere sich wie N beziiglich SU(N):

() — Up(a) = explida(a)T%) (a) (476)

A héngt von =z ab = Eichtheorie

Ist die Lagrangedichte £ invariant beziiglich (476), so besitzt £ eine lokale innere SU(N)
- Symmetrie (= SU(N) - Eichsymmetrie). SU(2) - Eichtheorien heilen auch Yang-Mills-
Theorien (1954), die vorgeschlagen wurden, um den starken Isospin (Heisenberg 1932) mit

)

zu eichen. Yukawa hatte 1935 die Pionen (7% entdeckt 1947, 7%: 1950) als massive Aus-
tauschteilchen der starken Wechselwirkung postuliert. Yang-Mills-Theorien sind jeoch in der
schwachen Wechselwirkung realisiert, d.h. die zugehorige Quantenzahl ist der schwache Iso-
spin. Die starke Wechselwirkung wird durch eine SU(3) - Eichtheorie beschrieben:

dr
v =|qq qr.c.p: Quark-Felder (477)

4B

mit der Quantenzahl Farbe. Mit (476) ist der eich-kinetische Term:

Lp =iy (478)

eichinvariant, wenn sich die kovariante Ableitung

Dy, = 9, 1nxn — igALT® (479)

mit
U = exp(iXg(2)T%) € SU(N) (480)

wie
D, — UD,U! (481)

transformiert. Also
O —igAsT* — UU'0, +U(0,U") —igALUT*U"
= AT - AMUTU' + éU@MUT (482)

Was ist UT?UT, d.h. wie transformiert sich 7%?
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Betrachte:
U exp(ia,T*)UT € SU(N)

weil Gruppen abgeschlossen sind, d.h. es gibt ein [, mit
Uexp(io,TYVUT = exp(iT") (483)
also exp(iAT) exp(ic,T*) exp(—i\T?) = exp(iBT") (484)

By = By, Ag) ist eine analytische Funktion von A, und «, (Lie-Gruppe!). Fiir A\, — 0 finden
wir 3, — ay, also

By = ap(1+0(N) + O(a,) (485)
und wir kénnen (483) bis zur ersten Ordnung in «, entwickeln:
a UTUT = B,T° (486)
By ist wegen (485) linear in «, also B, = My, mit My, = M, (U):
(485) = Mya(1) = dua (487)
(486) = UTUT = My (U)T" (488)
Man sieht leicht, dass die My, (U) eine Darstellung der Gruppe bilden, siche z.B. (487) und

488)

UsUyTUTUS = Us My (U)TPUS 2 Moy (Us) My (U T = [M (Us) M(UL)] 0T
——

(488)

D.h. M(UyUy) = M(Uy) M(Uy). Damit ist M(U()N)) = exp(iX.d®) mit (N? — 1) x (N? — 1)
Matrizen d°. Eine infinitesimale Transformation in (488) liefert:

iNJTC, T = ided, T = df, = if =i f*°
N——

i feabT
= D.h. die M(U) bilden die adjungierte Darstellung
M(U(N)) = exp(irT) =: Ua(A) (489)
und (488) bedeutet
UT Ut = 1°U% (490)
D.h. (482) ist dquivalent zu
AT — ASTUY + gUauUT (491)

Multiplikation mit 7 und Spurbildung liefert mit tr(7°7) = $5°:
0
AL s U Ab ;Ztr(TaUa“UT) (492)

D.h. (fiir globale Transformationen, 9,U = 0) Af transformiert sich nach der adjungierten
Darstellung. Fiir infinitesimale Transformationen U = 1+ i\ (z)7T* findet man leicht aus (492)

QZ - C a aoc 1
AT AT 5 () AL 1 " tr(T(—)DuAe(2)T°) = A% + Ao(z) f*AD + gﬁu)\a(x) (493)
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Wir definieren den Feldstérketensor Fj, :

[D,,D,] =: —igF,T* (494)
—igF3,T* = [Dy,D,) = [0, —igAiT*, 0, — igALT"]
= ig(0, AT — ig(9,AL)T* — g> AL AL [T, T") (495)
——
ifabcTc
= Fi, = 0,AL — 9,A%L + g [ A A (496)

(g fe*c Al A¢: nichtabelscher Term)
Aus (494) folgt wegen [D,, D,] — U[D,, D,|JU" (wegen (481)): F,T* — UFg,TU", so dass
tr(F, T*F*T") eichinvariant ist.
1 a ra pruvbrb 1 a uvb arb 1 a pva
Loier = =5 te( B, TP T?) = =2 Ff P tx(1°T") = —< Fj, F (497)

ist der eich-kinetische Term der Eichbosonen. Wegen des dritten Terms in (496) enthélt er
Eichboson-Selbstkopplungen. Ausgeschrieben:

1 1
ﬁez‘ch — _é(a“Ag)2 + i(auAg)(auAua) _ gfabc(auAg)AubAuc _ g2fab0fadeAZAlc/AudAue (498)

Feynman-Regeln

zunéchst: 0, < p,, wobei p, der einlaufende Impuls ist, der dem abgeleiteten Feld entspricht.
Bei vielen Indizes geht man am besten so vor:
@, o

s

_igfalb/cl(aulAz:)AlJ/blAylcl

v v
SOPRING
bv —p qg @ ©r

Alle Wick-Kontraktionen der Wechselwirkung mit den dufleren Linien, d.h. sie summieren iiber
alle Moglichkeiten, den Wechselwirkungsvertex mit &ufleren Linien zu kontrahieren.



Das Standardmodell ( Revision : 409 ) 137

va ‘ W' ‘ v'd ‘ Feynman-Regel
pa | vb | pe | —igfe(—k")g"
pa | pe | vb | —igf*r(—k*)
vb | pa | pe | —igf*e(—p)g"”
vb | pe | pa | —igf*(=p)g™t AnY Avb o guvg
(—¢")
(—¢")

— A% AP o g, nGa
gre
el s v! VIC/ / /
Pe ¢ gv Pyee

pc | pa | vb | —igfet(—q")g”
pc | vb | pa | —igfee

2 ™
P q

b’ 1% C? p
also a, p_,
lk
af (g (k = p)* +g""(p — @) + 9" (q — k)"] (499)
N
bbv p q &P
analog:
ap bv
o Zg2[ fabefcde(gupgua o guagup)
+ facefbde(g/u/gpa _ g;w'gzlp>
cp do S99 = g9 ] (500)
L = £F+£eich+£m+£fix (501)
1
mit Leicn = —ZFZ,F“”” = ... aus (498)
Lm - _mqu_)'(ﬁ
1 a 1 a rva
und Ly, = —2—6(@14“ 2= —2—£a“A“ 0,A
Propagatoren: (j,k: SU(N) - Index, «, # Dirac-Index)
Fermion-Propagator (in Darstellung N):
j AT T
——0; k=1,...N 502
a x4 p? —m?+1id ik I ' (502)
p
Eichboson-Propagator:
a b —1 kaks 2
———— | Gag — (1 = &)—| 0, ,b=1...N“—1 503
a/\/\__.\/>\/\/ﬁ k2 + i Jop ( 5) L2 b a ( )
Fermion—Eichbosé{:n-\/ertex:
(X6}
pa 97l (504)

JB
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Eigenschaften des Eichfeldes

1. Wegen A%y T = YAy = (bAp) = A® ist reell

2
m
2. Aj, beschreibt ein masseloses Teilchen, denn ein Masseterm £ D 7AZA““ verletzt die

Eichinvarianz, denn mit der infitesimalen Eichtransformation in (493) ist
1 1
AARS —  [AS 4 f AN+ gauAa] [Are 4 fade AR, + gam]
a a 2 a
= ALAM + ;A” Duha + O(N2)

und der Massenterm ist nur invariant unter globalen SU(N) Transformationen mit
OuAa = 0 = Eichbosonen sind masselos.

Die schwache Wechselwirkung ist jedoch kurzreichweitig und muss durch den Austausch mas-
siver Bosonen beschreiben werden (Yukawa 1935). Losung: Higgs-Mechanismus (1964)

6.1.3 Quantenchromodynamik (QCD):

Die QCD ist eine SU(3) Eichtheorie. Mit den Feynmanregeln (499)-(504) kénnen wir direkt
QCD-Prozesse in niedrigster Ordnung ausrechnen.
Die Lagrangedichte der QCD ist

L= Eeich + Z Q[E - mq]q + Efi;r (505)
q

(L iy zur storungstheoretischen Auswertung)

wobei die Summe iiber ¢ iiber die Quark-Flavours ¢ = u,d, s, ¢, b, t lauft. Um Strahlungskor-
rekturen auszurechnen, miissen wir zu (505) noch einen weiteren Term, der mit Ly;, zusam-
menhéngt, addieren). Die Generatoren der definierenden Darstellung der SU(3) werden durch
die Gell-Mann-Matrizen \* ausgedriickt.

Aa

T = 506
5 (506)
010 0 —i 0 1 0 0 001

M= (100 M=]i 0 0] X=[0o -10] X=[000
00 0 0 0 0 0 0 0 100
00 —i 000 00 0 L (100

N o= (00 MNM=1001] XN=[00 —i|] X¥=—21]01 0 |507)
i 0 010 0 i 0 V3o 0 -2

Als Rang einer Lie-Gruppe bezeichnet man die maximale Anzahl der miteinander vertauschen-

den, also simultan diagonalisierbaren Generatoren:
Die SU(2) hat Rang 1, die SU(3) hat Rang 2: z.B. [A\3, \¥] = 0 also 3% =0
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Aus (457a) flogt mit (506):
Fove = —i(tr()\a)\b)\c) — tr(APAN))

und mit (507) kann man die Strukturkonstanten ausrechnen:

_ V3

123 _ 147 246 345 _ 156 367 _ 458 678
f L fo=r"=f = = 5

(508)
Alle anderen f¢ erhiilt man durch Permutation der Indizes aus (508), oder sie sind gleich 0.

Farbfluss-Diagramme: Eine Gluon-Linie kann man auch als Doppellinie gezeichnet werden:
T I S ———
a b j
wobei den Doppellinien ein Indexpaar (j, k) mit j,k = 1,2,3 (bzw. r,g,b) zugeordnet wird.
Denn: Verbindet die Gluon-Linie z.B. zwei Quark-Linien:

k [

J m
so liefern (504) und (469) den Farbfaktor (mit N = 3):

T3 = %@mékl 2;[5];451,%
d.h. wir kénnen das obige Diagramm mit
J
1

3 2N2 (509)
tr 1 =

k;

identifizieren. Endet die Gluon-Linie an einem anderen Gluon, z.B.
k b

~ ir;'lk fabc

7 c

so verwenden wir zusétzlich (457a). Ein externer Farbindex b wird mit den Paaren (j, k) iden-

tifiziert, die zu nichtverschwindenden Elementen von T = 5 gehoren.

Damit findet man im Beispiel Diagramme wie:
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1. Farbfluss-Diagramme zeigen die Erhaltung der Quantenzahl Farbe

2. Eine beliebte Methode, um die QCD in den Griff zu bekommen, ist die 1/N - Entwick-
lung (large N - Expansion) (t’Hooft)

Das rechte Diagramm in (509) ist mit 1/N unterdriickt. Den fithrenden Term der 1/N - Ent-
wicklung findet man, indem man nur

als Quark-Gluon-Kopplung verwendet.
Zeichnet man in einem Vier-Quark-Prozess die Quarklinien gegensinnig, so tragen zur fithrenden
Ordnung nur planare Diagramme bei. Die Kopplung g wird wie 1/N gezahlt.

- g -
E = = 0(¢g°) = O(1/N)
-

. g ‘ g « . < <
E E = Ly Ly :O(g4N) :O(l/N)
> 5 > 5 >

tr1': N

= ein zusétzliches planares Gluon verdndert die Ordnung in 1/N nicht. Jedoch ist

) . g ~ .
\;\g@i = / = 0(g") = O(1/N?)

Einfiigen einer Quarkschleife verringert die Ordnung:

-« g -«
g ‘ 4 2
<§> - ( — 0(g") = 0(1/N?)
g
> 3 >

\ 4
A\
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Anwendung der 1/N - Entwicklung: Abschétzung von schwachen D-Meson-Zerféllen: Die
Zerfallsraten von z.B. D® — K~ 7" und D° — K°r% kann man nicht verlisslich ausrechnen.
Man kann jedoch das Verhalten fiir N — oo studieren.

DY — K—rnt:

K-
Zur fithrenden Ordnung in 1/N gehoren planare Diagramme ohne Gluon-Austausch zwischen

den Quarklinien o o

ist O(N?) withrend

K~ Tt K~ Tt
dem Farbfluss-Diagramm
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entspricht! Der W-Austausch zwischen den beiden Quarkstromen kann durch eine Vierquark-
Kopplung beschrieben werden, weil hier My, viel grofler ist als der Impuls ¢, der durch den
W-Propagator fliefit.

2 i s er 9 it ——iﬁg cr uryMdy + O 7
JGwtSL Y LqQ_MgV LYvar = Mgv LYuCLury ar, Mf/lv

Graphisch:

c d c d
2 2
9w g
e = -7 O | =
> < T >i< “o(5)
W
s U s U

Um die Zerfallsrate von D° — K~ 7" zu bestimmen, muss man also
— e - 0
M= (K 7" | spyuerupydn | D)
—————
Wechselwirkende QCD-Felder = keine Stoérungstheorie

ausrechnen. Unsere 1/N Betrachtung hat gezeigt, dass
(K~mt | spyuepupydr| D) = (Kt | Spyucn| DY (7wt [agy*de|0) (1 + O(1/N?))

D.h. das Matrixelement M faktorisiert in das Produkt der Matrixelemente zweier Strom-
operatoren, die man in (semi-)leptonischen Zerféllen messen kann.

T

-
bis auf Korrekturen der Ordnung 1/N? ~ 10%

DO — KO70:
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d.h. ein Faktor 1/N relativ zu D' — K7t
Weil die Zerfallsrate I' quadratisch im Matrixelement ist, also
I'(D° — Kor°)
(DY — K—nt)

= O(1/N?*) ~ 0,1

e Man nennt Zerfille wie D° — K~ 7t farb-erlaubt

e und solche wie D° — K%7%farb-unterdriickt.

6.2 Spontane Symmetriebrechung

Besitzt die Lagrangedichte £ eine Symmetrie S, der Grundzustand (das Vakuum) jedoch nicht,
so nennt man S eine spontan gebrochene Symmetrie. Es konnen sowohl diskrete, als auch
kontinuierliche Symmetrien kénnen spontan gebrochen werden. Wir betrachten hier kontinu-
ierliche Symmetrien. Dazu betrachten wir die infinitesimalen Transformationen

d)j — qu + iozaT;lkqbk (510)

mit einer irreduziblen Darstellung 77, der Symmetriegruppe.
Fiir eine ungebrochene Symmetrie gilt:

(016510) = (065 0) +iaaT5.(0[64] 0), also (0[¢]0) =0 (511)

denn o, T ist fiir allgemeine «, # 0 nicht singulér in einer irreduziblen Darstellung.
Ist Q* die zu
¢ — ¢ = exp(ic T) jr¢r, (512)

gehorende Noether-Ladung, so ist
¢ = exp(ia,Q*)d; exp(—ic, Q) (513)

(vgl. Schaubild nach (142))
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Infitesimal bedeuten (512) und (513)
i T = 10 [Q%, §)] (514)

Eine ungebrochene Symmetrie bedeutet

Q°[0) =0 (515a)
d.h. das Vakuum ist ungeladen und (515a) impliziert mit (514) ebenfalls
(515a) . a (514) . a
0 =" (0][Q% ¢51|0) =" 1T} (0]%| 0)
also Q*|0) = 0= (0]¢x|0) =0 (515b)

Die Umkehrung gilt nicht, denn es ist z.B. (0[W#|0) = 0, also auch (0 |[I3, W#]|0) = 0 aber
I3]0) # 0 (I3: schwacher Isospin)
Besitzt mindestens eine Komponente ¢, einen Vakuumserwartungswert (Vacuum Expecta-
tion Value = VEV)

vj = (0]¢;[0) #0 (516)
so impliziert (514) sofort

Q"0) #0 (517)

d.h. das Vakuum ist geladen unter der Symmetrie. Auch hier ist es so, dass die Umkehrung nicht
gilt, denn im SM haben die meisten Felder keine VEVs. In der QCD haben keine elementaren
Felder VEVs, aber z.B. ¥p);, 4 h.c.. Ausserdem sind alle Symmetrien, beziiglich denen sich oh
nichttrivial transformiert, spontan gebrochen.
D.h. ¢; und v; sind Singulett beziiglich aller ungebrochenen Symmetrien
= ¢; ist Skalarfeld, denn sonst wire die Lorentz-Invarianz gebrochen.
¢; in (516) muss kein elementares Feld sein, es kann auch eine Linearkombination von Produkten
von Feldern sein (z.B. bricht (0|uu + dd + 5s|0) die so genannte chirale SU(3) x SU(3) -
Symmetrie der QCD). Ist die Translationsinvarianz ungebrochen, so hingt v nicht von X ab:
)=

-

vj = (0]¢;(x)[ 0 0] exp(iPx)¢;(0)exp(—iPz)|0) = (0[¢;(0)|0)

(0] 10)

6.2.1 Goldstone-Theorem

Hat £ die Symmetriegruppe G; und |0) die Symmetriegruppe Gy C Gy, so ist G7 zu Gy

spontan gebrochen. Es gibt dann J := dim G; — dim G5 masselose Bosonen, sogenannte
Goldstone-Bosonen. Wir beweisen das Theorem zunéchst fiir klassische Felder

b1

o = (Symmetriemultiplett)

oN
mit reell gewihlten ¢; und Potential (Selbstwechselwirkung) V(®):

1
L= iaﬂqﬁa“cb —V(®) (518)

Das Potential hat ein
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Minimum bei ® = (o1, ..., don)' # 0

Am Minimum gilt:

ov
—_— = 0, d)Oj = Uj (519)
a¢j $j=¢o;
Wir entwickeln das Potential um das Minimum herum:
1
V(®) = V() + 5(@ — Do), (® — Po)y, + O(|@ — D[?)
mit der Massenmatrix
M? = [m?]j; = OV (520)
’ a¢ja¢k D=3

Mit einer orthogonalen Transformation (R"R = 1)
RTM?R = diag(m?,...m%) (521)

wird M? diagonalisiert. Mit ® = R (® — ®) gilt:

1 1
§8H<I>T8“<I> = 5aucp”awq)/ und
1 1
5@ — Bg);m5 (0 — D), = 5(@ — ®g) ' M? (P — By)
(521) 1 T T2 T L, 5,
= §(<I>—<I>0) R R'M°R R'(®—®) = §¢jmj¢j (522)
—&T diag(m?,...m%;) Y

so dass die ¢; den physikalischen Feldern entsprechen. Da £ und V(@) invariant beziiglich (510)
ist, gilt:

oV
V(®) =V(®+ia,T°®) = V(P)+ iaal’ﬁ%d)k + 0(a?)
J

v _.
also %Tﬂcqﬁk =0 (523)
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Ableiten nach ¢, liefert
0*V(®) oV (®) T

 0¢i0¢; o¢; 7
Speziell fiir ¢; = ¢p; verschwindet der zweite Term wegen (519) und mit (520) folgt aus (524)

0

T5.0x +

(524)

M*T°® = 0 (525)

Wir wéhlen die Generatoren nun speziell so, dass T% a = 1...J die Erzeuger der gebrochenen
Symmetrien sind und a = J + 1... N die Erzeuger der ungebrochenen Untergruppe G5 sind.
Fira =J +1...N folgt (siehe (510))

Goj = Poj + 1T Qo
also T*®y = 0 und (525) ist erfullt. Fiir a = 1...J ist ®g nicht invariant und somit
T®y # 0 (526)

(525) impliziert somit, dass alle
T® fira=1...J (527)

Eigenvektoren von M? zum Eigenwert 0 sind. Alle diese T%®, sind linear unabhiingig. Wire
a, TPy = B,T®g,a =1...J mit () # (0a), dann wire (o, — 3,)T*®o = 0 und die Richtung
(g — B2)T* (die durch Basiswechsel in o)T"' gedreht werden konnte) gehdren zu mit a =
J 4+ 1...N indizierten Generatoren der ungebrochenen Symmetrie
= Es gibt J = dim G; — dim GG, masselose Bosonen
Quantisiert man die Theorie zu £ in (518), so identifiziert man den Vakuumserwartungswert
mit Pg:

(0]2[0) = Do (528)

und die physikalischen Felder & = R (® — ®;) werden wie {iblich (Klein-Gordon-Felder) quan-
tisiert. Das Goldstone Theorem gilt allgemeiner: Zum einen bleiben die Goldstone-Bosonen
masselos, wenn ¢ quantisiert wird. Zum anderen gilt es auch, wenn die Symmetriebrechung
nicht ,,von Hand“ durch ein skalares Potential V' (®) hervorgerufen wird, sondern durch die
quantisierte Wechselwirkung der Teilchen (meist durch nichtpertubative Effekte) man spricht
dann von dynamischer Symmetriebrechung (Beispiel: BCS-Theorie der Supraleitung)

Beweis des Goldstone-Theorems fiir beliebige Quantenfeldtheorien:
Der Noether-Strom j#% zu exp(ic, T*) € G ist erhalten:

9,3" =0 (529)

und die Noether-Ladung Q°
@)= [ @z (530)

ist zeitunabhéangig:

Q"(t) = Q(0) = Q" (531)
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Leider liegt | 0) nicht im Definitionsbereich von Q%(= Q'):
@10 = (01@?0) = [ #7t0l()e]0)

(141) /d3f<0!exp(ipx)j0a(0) exp(—iPr) Q*0)

([P,Q" = 0 fiir innere Symmetrien)
= /d3f(0|j0“(O)Q“|O) = o0 (532)

Man braucht jedoch nur eine schwéchere Bedingung fiir Vakuumserwartungswerte, die ) invol-
vieren soll. Wir nehmen nun an, dass es einen skalaren Operator ¢(z) mit (0 |p(x)|0) =v # 0
gibt und v nicht invariant beziiglich G5 ist. Dabei kann ¢(x) ein elementares Feld (z.B. Higgs-
Feld) sein oder ein zusammengesetzter Operator (composite operator), das ist ein Produkt
elementarer Felder am selben z, z.B. ¢(z) = ¢ (2)¥(x), ¢(z) = V,(z)V*(z) mit Spinorfeld
und Vektorfeld (kein Eichfeld) V* (oder ¢(x) = G}, G""?)

Mit (513) folgt fiir die Generatoren a = 1....J der gebrochenen Symmetriegruppe G;/G5 mit
Negation von (515b):

v = (0],]0)
£ (0] explicaQ®)é; exp(—iaaQ) 0) = (065 0) + i (0][Q% 61| 0) + Q(a2)
= (0][Q" ¢;]|0) #£0fira=1...J (533)
Wegen
(011Q% ¢;(0)]]0) = T2.(0]¢4(0)[ 0) (534)
————

Uk

ist (0|[Q% ¢;(0)]|0) definiert (sofern (513) definiert ist). Aus (534) folgt fir a =1...J:

(530)

0 T = (01[@%0,0)110) 2 [ #7(0]%(.1).0,(0)] 0)

In diese Gleichung setzt man ein:

=100+ 3 [ 2700

Dabei lduft die Summe iiber alle Eigenzustidnde |\, ) des Hamilton-Operators H. Wegen mit
H|X,) = E)|N,), P|A\y) = palAp) entsprechen die | \,) dem physikalischen Teilchenspek-
trum).

0 # T;kvk:/d3f<ouj0a(x),¢j(0)]\o>=/d3f<0\j0a(w)¢j(0)\0>—<0\¢j(0>j°“(x)|0>
- /d?’fZ/(;l?gg ((017° (@) Ap ) (A [65(0)] 0) = (01];(0) Xy ) (A ™ (2)] 0))  (535)
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(Der zweite Term in (535) ist nur fiir reelle ¢; das komplex konjugierte des ersten Terms.)
Mit (vgl.(141)) j%(z) = exp(iPx);"(0) exp(—iPx)
und exp(—iPz)|\,) = exp(—iE;‘t) exp(iprZ)| Ap )

wird die Integration zu /d?’f exp(ipp@) = (27)%0®)(p)
Damit erhélt man dann aus Gleichung (535):
07 Thoe =37 [ EFSOG) ((0*(0)13,)( 16,0 0) exp(~iE)
A

— {0[5°(0)[ Ap)*(01];(0)| Ap ) exp(+iEpt))  (536)
0#Thoe = ((0]5%(0)] Ao ){ Ao |$;(0)]0) exp(—iMt)

— {0]5*(0)[ Ao)*(01¢;(0)| Ao ) exp(+iMyt))  (537)

wobei My = E(p = 0) die Masse des Zustands |\, ) ist. Wegen Lk — 0 folgt aus (537):
= —ZZMA ((017°*(0)[ Ao ){ Ao [#;(0)] 0) exp(—iMt)

+ {015°(0)[ A0 )*(0¢;(0)] Ao ) exp(+iMit)) (538)

Weil (538) identisch in ¢ gilt, muss fiir jeden Koeffizienten entweder M) oder der Koeffizient

anr =) (0]5(0)[ A) (X [¢;(0)] 0)

)\/

(wobei X iiber alle Zustédnde mit gleicher Masse My = M lduft), verschwinden. Gleiches gilt
fiir den Koeffizienten by, des ~ exp(iMt) Terms.
Wiren alle apy = 0 und by = 0, so wire (537) verletzt. Es gibt also zu jedem a = 1...J

mindestens einen Zustand A mit My = 0, was das Goldstone-Theorem beweist.
Fiir Goldstone-Bosonen A ist also (siehe (537)) ag # 0 oder by # 0 bzw.

(016,(0) A) # 0 oder
016H(0)[A) = (Al6;(0)]0)* # 0

D.h. j° hat eine Komponente, die | ) vernichtet und Gleiches gilt fiir ¢; oder ¢;. (Wegen
7% = j%T erzeugt j°* auch X - Bosonen.) Ist ¢; = qb}, so sind beide Terme in (537) zueinander

komplex konjugiert.

<ou%u>¢0um1{<

6.2.2 Higgs-Mechanismus

Betrachte V(@) wie in (518): Aus dem Goldstone-Theorem folgt:
globale Symmetrie gebrochen = physikalische, masselose Spin 0 Bosonen
Bei einer lokalen Symmetrie entsprechen die ,flachen Richtungen® 77 ¢ox

2

ad)l a¢k d=do

(524)

(,flach® wegen Tho0 = 0)
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unphysikalischen Eichfreiheitsgraden = Brechung der Eichsymmetrie, aber keine physikalischen
Goldstone-Bosonen. Was passiert mit den 17 ¢ox.?
Im Standardmodell bricht das Higgs-Feld ¢ die elektroschwache

SU(2), xU(1)y (539)
Eichsymmetrie zur elektromagnetischen U(1),,. SU(2), bedeutet, dass linkshéndige, aber kei-
ne rechtshindigen Fermionfelder der SU(2) - invarianten Wechselwirkung unterliegen. Y, die
U(1) - Quantenzahl in (539) heit Hyperladung. Die SU(2),, - Quantenzahl heifit schwacher
Isospin.
Um SU(2),xU(1)y, —=U(1)em, vermoge (0[P |0) # 0 zu bewirken, darf ¢ kein SU(2);, - Sin-
gulett sein. Die einfachste Moglichkeit hierfir ist ein SU(2) - Doublett ¢;, i = 1,2 mit dem
Vakuumserwartungswert
Da £ SU(2) - invariant ist, konnen wir alle Felder SU(2), - transformieren, insbesondere:

® — Md, M e SU(?2)

(Ul) (Ul) (541)
V2 Vo
transformiert. Mit v := /|v1|? + |vo|? ist

1 —
M=- (32 21) €SU2), M'M =1, det M =1
1

- ()

D.h. wir haben die gebrochene Symmetrie ausgenutzt, um den VEV auf die Form (542) zu
bringen. v ist dabei reell!

mit dem einzigen Effekt, dass sich

e Hyperladung Y:
¢, — exp(ipY)P, (543)

mit dem Hyperladungsoperator Y
Yo, =y, (544)

Fiir y # 0 bricht die Transformation (542) auch die U(1)y - Symmetrie (543).

e Schwacher Isospin 12, I
- 1/1
1’0, = 3 (5 + 1) P,

0,0 = (o00)) (545)

Wir schreiben:

so dass

Is®, = =03, (z) = % ( 0" (2) ) (546)
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Die Normierung von Y ist beliebig, denn mit Y — AY, ¢ — /X erhiilt man die selbe U(1)y -
Transformation, wie in (543). Fiir unser Higgs-Feld ®, wéhlen wir y = 1/2.
Die SU(2),xU(1), - Transformation

o, — exp(ipQ)d, (547)
mitQ = Y+ (548)

bewirkt

B1)2(2) = explip(V + L)Bia(e) = exp (iZ(1+05)) Buala) = exp (@g) 8) By o (x)
_ (GXP(W) ¢+($))
¢°(x)

Unser VEV (0,v)" in (542) ist invariant beziiglich exp(ip@Q). Wir identifizieren also (547) mit
der ungebrochenen U(1)e,, und @ in (548) mit dem Operator der elektrischen Ladung!
Insbesondere ist

Q¢+=<Y+13>¢+=(§+%)¢+=1-¢+ S =+ (5492)
Q¢0=(Y+I3)¢0=(%—%)¢0:0 = ¢=0 (549b)

D.h. ¢" bzw ¢° hat die elektrische Ladung +1 bzw 0. Die Gleichung (548) Q = Y + I3 heifit
Gell-Mann-Nishima-Relation. Ein qualitativ anderes Szenario findet man fiir den Fall y = 0
beim Higgsfeld. Dann wire U(1),_,, = U(1),, und @ =Y und beim 3 - Zerfall wiirde sich die
elektrische Nukleonladung nicht dndern.

Higgs-Potential Das Higgspotential besitzt diese Form

V(®) = —p20Td + A\(@T®)2  Ap>0 (550)
Mit Minimum bei ® = (0,v)":

0= agg) = 126 + 20(®T®); = 0= (—p2 + 2\0?) (2)
i v —
Minimum v = o (551)
Ly = (9,2")(0"®) — V(@) (552)
. 40 . h(x) -Go(x)
Mit ¢°(x) =1 v+ NG +i 7 (553a)
¢t (x) = Gt(x) (553b)

und G~ (z) == [GT(2)] (553¢)
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finden wir in G, G~ und G die Goldstone-Bosonen (in bestimmten Linearkombinationen).
Hier ist h das physikalische Higgs-Boson-Feld. Die Higgsmasse ergibt sich aus (550) mit (553),
indem man nur die h? Beitridge betrachtet:

mi o ) h h N h
—h® = —p (v—l——) +)\(v+—) = —p"— + 6\
2 \/i h? - Term \/5 h? - Term 2 2
=m; = —p’+ 6\’ (554)
Mit (551): u = v2 v wird (554) zu m2 = 4\, also
my = 2V v (555)
Eichfelder
U(1)y : B" mit Kopplung ¢ (556a)
SU(2); : W*"a=1,2,3 mit Kopplung g, (556b)

L= (Zﬁ)y (557)

Aus der Gell-Mann-Nishima-Relation (548) Q = Y + I3, schielen wir mit den beobachteten
Ladungen

0 = Q(VL):Y—F%
-1 = Q(GL):Y—%

dass y = —1/2 fiir unser Lepton-Doublett (557). Das Standardmodell liefert keine Vorhersage
fiir die Eigenwerte der Hyperladung Y oder der elektrischen Ladung Q!

Rechtshiindige Leptonen der ersten Generation sind SU(2),-Singuletts

€R = €ERy=-1 (558)

Ein rechtshéndiges Neutrino vg hitte wegen Q(vg) = 0, I3(vg) = 0 auch Y (vg) = 0, es wire
also Singulett beziiglich SU(3) x SU(2), xU(1),- und unterldge keiner Eichwechselwirkung
= Es gibt kein v im Standardmodell

Quarks der ersten Generation

Q = C;i) » (5592)

Up = Ug,_? (559b)
dp = dp, (559¢)
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Kovariante Ableitungen

fiir rechtshéndige Fermionfelder: D, =0,—1inY B, (560a)

a

fiir linkshéndige Fermionfelder: D,=0,—inYB, — igg%Wﬁ (560b)

Eichkinetischer Term des Higgs-Feldes (552) wird in Gegenwart der Eichwechselwirkun-
gen in (560) zu

Lo = (DM@)JF(D“CD) —V(®) (561)
~——
L"@,eich
(553) Gt ’ Gt
Loeichn = |D b, GO D* o, GO (562)
# v+ ﬁ -+ Zﬁ v+ ﬁ + ZE

In (560) ersetzen wir die reellen Felder W, W? durch

W, = %(Wjﬂwg) (563a)

Wi = (W;)T:%(W;—iwj) (563D)
Denn:

oW+ oWe = V2ot WE+o W,)) (564)

mit o = (8 é) o = ((1] 8) (565)

+
also o'W, +o*W7 = V2 (meu_ V[(/)“)
Vorteil: W, W sind Eigenvektoren zu I3. Adjungierte Darstellung der SU(2) (=Isospin - 1 =

Isovektor = definierende Darstellung der SO(3)):
-1

Iy=i 0 (566)
0

S = O
o O O

(denn exp(i@ls) ist Drehung um z-Achse mit Winkel ¢)

W, - —iW?
Lo (w2 ] & !
w3 0
+ 1 1 2 1 1 _ 2 Lo e
also WS = ﬁly,(Wu FiW,) = ﬁ(iwu —iW;) = iﬁ(wﬂ +iW,))
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Wegen YW = 0 sind W auch Eigenvektoren zu Q =Y + I3, d.h. W hat die elektrische
Ladung +1.

B, und Wj sind hingegen ungeladen. B,, ist Singulett beziiglich SU(2),, und kann damit keinen
Isospin tragen und trégt als Eichfeld der abelschen Gruppe U(1),  keine Ladung (denn die
adjungierte Darstellung einer abelschen Gruppe ist trivial).

=QB,=(Y +13)B,=0
Wi tréagt keine Hyperladung und
Lw?
(dquivalent: z-Achse ist Drehachse zu exp(ipl3) und damit gilt:)
exp(ipls)W, = W3 = LW, =0=QW, =0

Als physikalische Eichfelder der spontan gebrochenen Theorie erwarten wir also WJ , W, und
zwei Linearkombinationen aus B, und W2. Mit (563),(564) und (565) wird (560) iibersichtlicher:

1 1
D —o —i 91Y By, + 59.W} 7592W, (568)
g g %92WM_ GY B, — %92W3

Das Photonfeld A, ist eine Linearkombination von B, und W3 Die zu A, orthogonale Line-
arkombination nennen wir Z,. Da wir die Normierung des kinetischen Terms der Eichfelder
erhalten miissen:

1 1 1 1
Z(auBy —0,B,)* + Z(@,JA/; —9,W)* = Z(aMAV —0,A,)% + Z(auz,, —0,7,)° + ...

ist nur eine orthogonale Transformation erlaubt:

Ay [ cosUyw  sindy B,
(Zu) - (— sin Yy cosﬁw) (VV;3 (569)
Yy heiit Weinberg-Winkel. In (549) fanden wir fiir die beiden Komponenten des Higgs-

Feldes die elektrischen Ladungen 0 und +1 fiir ¢° und ¢*. Also ist die kovarianten Ableitung

zur ungebrochenen U(1)p,:
(0, —ieA,)p" und 9,¢°

(mit der elektromagnetischen Kopplungskonstanten e)
Der Vergleich mit (568) zeigt mit y = 1/2:

q B,u + g2W3

2
3

1By _292Wu _—

Einsetzen von (569) in (570) liefert

Lig go B, (70) (e b\ (A, (69 (e b cw o Sw B,
2\g1 —g92) \ W) — \0 ¢J\Z,)  \0 ¢)\=sw cw) \W}

B ecyw — bsw  eswy + bew B,
- ( —cSyy cew ) (Wi (571)

— eA,+bZ, (570a)

mit b,c € R (570b)
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mit cy = cos ty und sy = sin Yy
Untere Zeile von (571):

g1 = —2csyw, @go = —2ccy = tany = 9 >0 (572)
g2

(Konvention: gq,gs > 0) Wéhle 0 < dy < g

s2 1 (572) g1
= sindy = W = = — 573
W sy Ty /14 1/ tandy, Vg3 + g3 (573)
also costhy = % (574)
Vit G;
g1 1
d 9 e 2
und ¢ s 5 91 + 95
Obere Zeile von (571) multipliziert mit cos vy bzw. sin Jy:
0 _ 2 b
Sew = ey —bswew (575a)
%SW = eshy + bswew (575b)
Summe von (575)
o — J1Cw T GaSw (573)(574) 92192 . (576)
2 91 + 93
oder nach nochmaligem Anwenden von (573),(574)
e = gasinthy = gy cos Yy (577)

Mit (572) sind A, und Z,, in (569) festgelegt und e, die Kopplungskonstante der U(1)y,, ist in
(576) aus g; und go bestimmt. (568) wird mit (577) zu

1 2V tan?9w—1 1 +
Du:au—w(w“)"‘“l N e ) (575)
7 W (Y —3) A — =2,

Einsetzen in (562) liefert mit Y (Z) = 1/2 direkt die Massen der Eichbosonen

T
0 0
EW,Z—Masse = |:D;L (’U):| D¥ (U)
Massenterme

1 pt
(5;8) 621}2 1 wW- - tan? Yy +1 7 V2sw w
V2sw P 2tandy T4 ) | _tan®dw+l mp

2 tan Yy
2,2 2,2 2
e“v e“v Cotantdw + 1 1
= W WH Y ——Z,7" mit WL
253, 4si ciy 2 tan Yy 28w Cw

1
= My W, W'+ oM Z,2"
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e?v? (577) gav®

M2 — 579
p - oren g (579a)
e2v? gav?
M- _ 9 579b
4 2s%.ch, 2¢%, ( )
Insbesondere: M
w(5T9) I (577) € (576) 92 (580)

My g1 B \/g%+g§

= Spontane Symmetriebrechung impliziert Relationen zwischen My, Mz, e, g1, g» und e. Diese
Relationen ermoglichen experimentelle Konsistenztests bzw. Vorhersagen.

Beispiel: Myon-Zerfall
I e
g _ 4
- - ;/[.;.—i—_ - - ~ M—%/ - ﬁ
v, Ve

Die Fermikonstante G ist definiert {iber die Myon-Zerfall-Lagrangedichte

4G
L= T;Vumumem“m (581)
M e
Uy U,
Die totale Zerfallsrate ist
1 GZmd 2 4
Pt _CF “(1—8m6+0(m6)) (582)
7, 19273 m/% mﬁ
experimentell:
7, ~ (2,19703£0,00004)-107%s
= Gr = (1,16639 4 0,00001) - 107° GeV~? = (292,8 GeV) 2 (583)
Mit ) ) ; ;
EF D) Lllle + LQZpLQ D —QéLWV_’}/VVeL -+ —QDuLW:_’YV,uL + h.c. (584)

V2 V2
(Ly, ist das SU(2),-Lepton-Doublett der k-ten Generation) ist die Feynman-Regel fiir die
Lepton-W-Neutrino-Kopplung gerade
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(1
g2 .. g2 5 _
=AY fir =0 W A v
i \/5%] \/§L vV VL
\\
Vbj VI/:V
l/g,i
192 .. g2 _
S fir oWl = (585)T
. \/571] \/5 L 7L L ( )
‘\
0, W,

Myon-Zerfall (mit m, < My und Propagator aus (286))

. 2 .
. 192 _ _ —1
M = (%) VurLYvHLELYY VeL%
95
M = —mﬁuL%MLEL'YVVeL

Vergleich mit dem Matrixelement der Fermi-Theorie (581):
4G

M = — =L ey ve
\/§ wLYvHLELY Vel
2
92
=G = —
" 420,
(579) 1
G L
F 2/ 202
Mit (583) finden wir also
2—3/4
v o= = 273/1.992 8 GeV = 174 GeV = u/V/\ ist bestimmt

VGr
(555) = my, = 2V < V348 GeV

A

Storungstheorie = Entwicklung in ;-

= A<10=my <1,1TeV

Die Goldstone Bosonen G, G~ und G° in (553) sind unphysikalisch:

156

(585)

(586)

(587)

(588)

(589)

(590)

Analog zu (541) nutzen wir nun die lokale SU(2) - Invarianz aus. Zunéchst in der unquantisierten
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Theorie:
O(zr) — P'(z) = M(x)P(x) mit M(x) € SU(2)
¢t (2)Y 653) G*(z) )
oz . i il 591
() (¢($)) <v+\([)+ o) (591)

| 1 ¢(x) —o* ()
Mit M(z) = W(¢($) d)OT(f’C))

ist () — ( @T(%@(x)) (592)

D.h. mit der Wahl in (591) haben wir eine bestimmte Eichung festgelegt, in der ®(z) nur eine
reelle Komponente hat. Weil ®(z)®(x) = v? am Minimum des Potentials ist, schreiben wir

Ot (2)P(z) =: U—i—hiﬁg) (593)

0
"(x 594
( +h&>> (594)

in dieser sogenannten unitdren Eichung. Alle unphysikalischen Freiheitsgrade sind verschwun-
den und nur A'(z) wird quantisiert. L¢ in (561) wird in der unitéren Eichung zu

= ()] (g o (o) 2 (8)

V2

mit (554), (578) und (579)

und es gilt ®'(z) =

1 M2
= 0uh"h+ MW, WH + TZZ z"

2
+(h? + 2v/20h) [4 W

2, 7"
SS%VC%V ]
mp, Aa 4
—7h2 — V2 vh3 — T (v — \v (595)
(mit der irrelevanten Konstanten p?v? — )

Die Higgs-Higgs-Z-Kopplung aus (D,h)" D*h verschwindet wegen

(0uh)

Z'h —

ZMh (0"h) = 0
Swew Swew

Zusammen mit dem kinetischen Term der W- und Z-Bosonen und des Photons

1
Liin = Z(%Wﬁ — 8,,W5)(@uwua B auwua)

(563)(569)

1
+ Z(a"B” - 9,B,)?
L0 — oW @ W T — W)

F1070 — 0.2, + {0~ DAY (596)
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finden wir, dass die W- und Z-Bosonen in der unitdren Eichung die Propagatoren aus (286)

(der Proca-Gleichung) haben.

— kP
Z-Propagator ! [gaﬁ }

o g KR-MZ+i [T M

—i ke kP

W-Propagat e T s
PR g KM+ [g M&V}

Die Pfeile am Propagator sind wichtig! (Beachte: Z reell, W komplex = Pfeile)
Beispiele:

Y
: ist nicht moglich!
g
1
J g Symmetriefaktor: 3
W
L 4./ \+ Z Symmetriefaktor:1
\ /
w

(597a)

(597b)

Die Selbstkopplung der W, W2 W3 - Felder finden wir aus (499) und (500) mit f*° = g,

Die einzige Dreierkopplung ist:
pwt
lk
—iga(g"" (k = p)* + ¢ (p — ) + 9™ (q — k)")
AN
W2y P 4 pW3
In der WH, W, Z, A - Basis wird daraus mit (563)(569)

(598)
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pWwt
|k
Y - v 14 12
| —ie(g" (k= p)’ + 9" (p — )" + 9™(q — k)") (599)
;/ﬂ%
2N
W-v P 4 pA
Der Ladungsfluss ist wichtig:
pwe
I lk
* . v v 14
: +ie(g" (k= p)’ + 9" (p — q)" + 9" (¢ — k)")
o
Wty P q pA
pWwe
|k
Y
A +iecot dw (g™ (k —p)’ +9¢"(p— )" + g™ (¢ —k)")  (600)
/;/ \\\
7z /i’ ‘_)\\\
W-v P 4 pZ
Dreierkopplungen wurden bei LEP-II gemessen
Es gibt 4 Viererkopplungen:
W, W W A W, A W, A
\‘\ /’/ \‘\ ‘\ i\r‘J\‘ \‘\
X - N
/(/ ‘\ /{/ N /{/ \\ /{/
W W ow 'z ow "z ow A
6.2.3 Ubersicht iiber das Standardmodell
Eichgruppe
SUc(3) x SUL(2) x Uy (1)
Quantenzahlen (j = 1,2,3 Generationen)
Fermionen
ez v, vy )
L] - (eL) 9 (,UL) Y (TL) (1727 1/2)
le = C€R, MR, TR (1717_1)
(v cL tr (601)
o= (3 (). (4) e
URj = UR,CR, R (3,1,2/3)

drj = dg, sr,br

(3a1>'1/3)
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Eichbosonen ( )
B, 1,1,0
Wi a=1,23 (1,3,0) (602)
Physikalische Felder
w683 Lo o
WH = E(WM + ZWM)
A, ) 4 cos Ow B, + sin W,
Z, G5 _ gin Dw B, + cos Iy W
Higgs
G+
o = ( 1 i 0) (1,2,1/2) (604)
U+ ﬁh + EG =

Physikalisches Feld : A
(Pseudo-)Goldstone Bosonen : G*, G°

(Pseudo, da keine globale Symmetrie gebrochen wird, sondern eine lokale, die den Eichfreiheits-
graden entspricht.)

6.3 Yukawa-Sektor

Fermion-Massen:
—melrer

mit dem SU(2)-Doublett L; und dem SU(2)-Singulett eg ist nicht SU(2) invariant.
= Higgs-Feld ® muss auch Fermionmassen generieren

LD —y. LiPep + h.c. (604)
——

SU(2)-Singulett
U(1)y -Singulett

mit der dimensionslosen Yukawa-Kopplungskonstanten y,. L;®ep ist also SU(2) .- invariant
und hat Dimension 4.

3 Generationen
3

LD = YiLi®lg + hc (605)

J,k=1

Vi 3 x 3-Yukawa-Matrix € C**3
Der Eichsektor der Leptonen hat eine globale U(3) x U(3)-Flavour-Symmetrie.

Ut U%eU@B): L; — Uiy (6062)
t; — UL, (606b)
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Denn z.B. , ,
. (606) L = .
> LjipL Z LkUka;D Lol =Y LiiDLy,
=1 ok k= ‘T/—/ k=1
Uk] U]k/ 6kk/

Unter der Transformation (606) ist (605) nicht invariant, sondern

3
- (606)
> LoV lp — Z Ly U UL i
Jk=1 g3,k k= -

4
Ylk/

d.h. wir kénnen (606) ausnutzen, um Y} Jx in eine einfachere Matrix Yﬁ,C zu iberfiihren:

Y/é — ULTYZ UR

161

(607)

(608)

Theorem: Mit einer bi-unitiren Transformation (608) lisst sich jede Matrix Y € CNV*V

auf Diagonalgestalt Y = diag(yi, . ..yn) mit y; > 0 bringen.
Beweis:
Jede Matrix hat eine Polarzerlegung:

Y=HV, H=H' Viv=1
U € UN) : UMHU® = diag(hy, ... hy) = H mit h; € R
|h1] 0 sen hy 0
Y = UYHUMY = U* Uty = gty uht
0 |hn| 0 sgn hy
v URTCU(N)
qed. R
Berechnung von UX, U% Y* in (608):
Yﬁ‘fy@ 608) (URYeTULT)(ULnyRT) — UR(Y/@)QURT
Yoy B oyt oty iUty = oR (vt Ut
yi 0
N ()}Z)2 _ — UBtytytyR
0 Y
und (Y92 = UHyly“ut

(609)

(610)

(611)

UR UL erhilt man durch diagonalisieren von Y“Y* bzw. Y*Y*. Damit kénnen wir fiir die

Yukawa-Kopplungen der Leptonen 0.B.d.A

Ly =— Y yL®lp+hec

z:e7l"l’77-

(612)
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wihlen. £% ist flavour-diagonal. Mit (553) finden wir die Massenterme

- Ze:e,,m Yo lply + hec.
= e = e (613)

me  5- 1074 GeV

L = =2 T ~3.10°C 14
y v 174Goy ~ 210 (6142)
m,  0,11GeV 4
e _—— . 1 14
Yn v 174 GeV 6-10 (614D)
m 1,77 GeV
- — —T — - - ~ 1 —2 ]_4
Y v~ 17aGey 10 (614c)

Quarks Eichsektor:

U@B) x U(3) x U(3) - Flavoursymmetrie
Qj de URy j = 172a3

6.3.1 Yukawa-Wechselwirkung

3
jk=1
0
VEV: & — (U)
Mfk = Yﬁcv (616)
heifit Down-Massenmatrix.
Mit S, Sl ¢ U(3) R
STy dgiR — yd — diag(ya, ys, Us) (617)
ist also (analog zu (608))
SN AGaR — N4 = diag(mg, m, my) (618)

Erinnerung: Mit ® ist auch ®¢ := ¢®* = (qbo* —qb*)T ein SU(2)-Doublett

3
Ly =-> Qi®Yjup + h.c. (619)

J,k=1

gibt also den up-artigen Quarks seine Masse

VEV: ¢¢ — (8)

MY, = Yo (620)
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ist die up-Massenmatrix.
SUETpeSuR — N = diag(my, me, my) (621)
Jedoch: Die U(3)*-Flavoursymmetrie des Eichsektors erfordert S = S Mit
Q— SUQ :d— S%Bdp,  up — SPup

finden wir aus (615)

3
> QoS Y S dr (622)
4,k k=1
und
GquLtydgdR _ guLt gdL gdLy d gdR (617) GquLtgdLy-d _. 1/yd (623)
mit der Cabbibo-Kobajashi-Maskawa (CKM) - Matrix
V = Suigi ¢ U(3) (624)
D.h. 0.B.d.A. Y* =Y* diagonal und R
yi=vy“ (625)
Um Y zu diagonalisieren, transformieren wir
3
drj — Z Virdrr (626)
k=1
so dass
325) L (626) 5.
Z dp Y dpn = > dy; Vi Ve dft &) Z AV Vi Vidrn = > dupYihdpn
jm=1 k! n=1 i,k,k' n=1 T’_/ k,n=1
kk!
(627)

(626) ist nicht SU(2), -invariant.
Die Basis fiir u”, d", uf, d® mit diagonalen Yukawa-Matrizen heifit Basis der Masseneigen-
zustinde (MEZ). Die Basis mit (625) ist eine von vielen Basen aus (Eich-)Wechselwirkungs-

zustinden (WEZ). In der Basis der MEZ ist (uLj dLj)T kein SU(2),-Doublett und

626

3
Leich D~ ZULJ’Y“CZLJWT +h.c Za L VikdikW + hec, (628)

] 1

) 92
\/_
= Die CKM-Matrix taucht in den W-Kopplungen an Quarks auf.

Uj

W, z%VjWMPL (629)

d;
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Die CKM-Matrix verschwindet jedoch aus den Kopplungen des Z-Bosons und des Photons
(U, = Z, oder A,) (und des Gluons)

3 3 3
- (626) - =
Y dpydyU == Y Ay ViViey dinUy =Y diydrUl,
j= j,k,?’lil 5 Jj=1
n

= Es gibt keine flavour-dndernden neutralen Strome (FCNC) auf Baumgraph-Niveau im

SM, also: 7 7
: aber nicht : USwW.
d d d S
Diese Konsequenz der Unitaritdt von V' heifit GIM-Mechanismus (nach Glashow, Iliopoulos,
Maiani)

Historisch: Die beobachtete starke Unterdriickung des Zerfalls K7, — p™p~ hat GIM zum
Postulat des Charm-Quarks veranlasst.

| Kp) =~ — K 0 K° )
5K - R
5 "
[{0@ - _?_ - verboten!
d
3
K0 W i _______ erlaubt!
t
d u7 Ca M+
Man schreibt gerne V,,;, statt Vi3 usw.
Vud Vus Vub
Vi=|Va Ves Va (630)
Vie Vis Vi

Gelegentlich bezeichnet man die Wechselwirkungseigenzusténde, fiir die die Yukawa-Matrix die
Form (625) hat und manifest SU(2), invariant sind, mit
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Die G - Kopplungen enthalten V;; wie die W - Kopplungen. Die G” - und h - Kopplungen
sind:

h+iG° h+1G°
d d d
Ly D § d’L]Yden ( 7 ) E dL] ]kYknan (v + 7 )

Jn=1 j,k,n=1

3 -0 3 . ~0

(626) Jvid ( h+zG)_ N h+iG

- - E Lk kn Rn (% + —_— g deYkdek v + (631)
kn=1 \/5 k=1 \/5

3 .
u § : _Lxru h + ZGO

d.h. die Kopplungen von G° und h sind flavour-diagonal!
FCNC-Kopplungen von v, Z, g und h sind iiber Schleifen méglich: z.B.

b S 4y brsph

§ b § b
Die diagonalen Yukawa-Kopplungen (631), (632) haben eine U(1)® - Symmetrie
ur,r; —— exp(iyy)ur r; ji=1,2,3 (633a)
dprj — exp(ivd)dpr;  j=1,2,3 (633Db)

Die W3 und G* - Kopplungen haben diese Symmetrie nicht. Wir kénnen (633) ausnutzen, um
V' zu vereinfachen. Unter (633) transformieren sich Vj; wie

Vij — exp(i(p] — @)V (634)

Eine unitére 3 x 3 Matrix ist durch 3 Winkel und 6 Phasen charakterisiert.
Die 5 unabhéngigen Differenzen ¢ — ¢! in (634) erlauben es, 5 Phasen aus V' zu eliminieren

und bis zu 5 Elemente positiv zu wihlen. Die verbleibende Phase v ist physikalisch und heif3t
Kobayashi-Maskawa Phase. Man wahlt

= - 635
v = arg < ViV ) (635)

Man verifiziert leicht, dass unter (634):

Via +— exp(i(p] — ¢1))Vua
o exp(i(ef — i)V
Ve +— exp(i(p] — 5))Ve
Vi, — exp(i(ys — ¢3))V
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die KM-Phase ~ invariant ist. Die PDG-Konvention ist:
Viuds Vuss Veo, Vi positiv

5
) 515 = 7 + arg(—Vea) (636)
—_——
0(0,1°)
(Nur V., Viq haben grofie Phasen) Das SM hat eine verbleibende, globale U(1)-Symmetrie mit
ol = =¥ = pp, die zur Erhaltungsgréfie Baryonenzahl gehért. Im Lepton-Sektor (ohne

v - Massen) gibt es 3 U(1)-Quantenzahlen, die den drei Lepton-Zahlen L., L,,, L, entsprechen.

CP-Verletzung: Man betrachtet die Paritdtstransformation P und die Ladungskonjugation
C

P (@) — explivp)y ¥ () (637a)
C : (at) — —iexplipe)y**(z) (637b)
mit beliebigen Phasen ¢p, ¢, die fiir jedes Fermion-Multiplett verschieden sein kénnen.
P und C transformieren linkshéndige in rechtshéndige Felder

= Das SM verletzt P und C.
Jedoch CP verkniipft Felder der gleichen Chiralitét:

CP ¢y g v exp(iver)(—iv*y° )1 g = exp(iper) (V)Y g (638)

Alle Eichwechselwirkungen erhalten CP.
z.B. bleibt

92— way+, 92 7 _crP 92 3 g2

——u W+ —=dp Y e W, e —=dpy e W+

\/§ Ly arw, \/5 L uLW, \/5 L UL \/§
unverandert, weil g, reell ist. Fiir die Yukawa-Wechselwirkung ist hingegen:
z.B. (615):

—=uytdy W

3

fo— - Y vioed- Y videq, (639)
7,k=1 7,k=1
Z keXp SOCPk SOCP] dRq’ Qj — Z Yﬁ: exp(— @CPk @gP,j))ijLﬁ))
k=1 j,k=1

Kénnen wir Phasen ¢dp ., o8 p; finden, so dass alle Y} exp(i(&py — 0% p;)) reell sind, so ist
(639) CP-invariant.

Aquivalent: Kénnen wir mit U(1)-Transformationen in (633) alle Y, reell machen, so ist (639)
CP-invariant mit cpdCRk = Sogp,j =0

= Der Yukawa-Sektor verletzt i.A. die CP-Symmetrie

In der Masseneigenzustandsbasis sitzt die CP-Verletzung in den CKM-Matrixelementen, die
die W,-Kopplungen multiplizieren:

g—\/Q_lfijui'yMPLdjW“+ + TV Ay PLus WV
CcP

— \/—VZJ exp(i(php; — ps))diy* PousW,, + \7‘/* exp(—i(plp, — Plps)) iy Prd; W,
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ist nur CP-invariant fiir V;; exp(2i(¢¢p; — 0ép,)) = Vi

Aquivalent: Die W,-Kopplungen an Quarks sind genau dann CP-erhaltend, wenn man geeignete
U(1)-Transformationen in (633) wéhlen kann, so dass V;; reell ist.

Vij ¢ R bedeutet fiir v in (635): v #0Vy # 7

Aus (638) und (640) ist klar, dass die Phasenkonventionen von V;; und der CP-Transformation
verkniipft sind. Wihlen wir V;(y = 0) € R, so kommen nur ¢cp = 0 und ¢cp = 7 in (638) in
Frage.

In der Standardkonvention cpg%’? =0 ist.

ﬂL’}/“dL lﬁ —CZL’}/“UJL (641&)
dr,RVudr,r — —qLrY"qL.R (641Db)
core L —grareT (642a)
WiT®* — —WHigeT (642b)
B, ~— —-B" (642c¢)
Wegen o'T = 0!, 037 =03, 02T = —0? ist also
wiE L ks (643)
(642) impliziert
A €L _ A, Photon hat QZ J7¢ =1~ (644a)
zZ¢ — —Z, (644b)
Def:
e Ein Vektor V), ist P-ungerade (P = —1), wenn er sich wie V, s V' transformiert
e Ein Vektor V, ist C-ungerade (C'= —1), wenn er sich wie V, - —V,, transformiert

Das Gluon hat wie das Photon P = —1, aber es ist wegen (siche (642)) 77 = T% # T kein

Eigenzustand zu C, genauso wie (wegen 0°" = —¢*) W kein Eigenzustand zu C' ist, sondern
Wi W
C' = —1 ware auch im Widerspruch zu

C=+1 C=—1

Aber: Die QCD-Lagrangedichte (505) erhélt wie die QCD C, P und T

_ c  _
QiVME?QjGN7a — Qj’Y#T]qiinu’a Uusw.
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CKM-Matrix
0,98 0,22 4-1073 exp(—1v)
Vo= 0,22 0,98 4-10°2 (645)
8103 exp(—if) —4-1072 0,999

mit 013 =~ v~ 70°, [B==21°

Exakt reelle Werte sind unterstichen.
Beispiele fiir eine CP-Asymmetrie (sogenannte direkte CP-Asymmetrie)

I'BY - K—7t) —T(B° — K+*r™)

AY(BY — K—rt) = (646)

"B - K—7+) 4+ T(B° — K+1-)

+ viel QCD

A= VaVi, T+ ViV, PAVaVi, D5, +VaVi 2L

Ltree »pbenguin ¢

Nutz man die Unitaritdt von V aus, Vo, Vi = =V, V', — Vip Vi, so ist mit
/ } unberechenbar wegen QCD

gerade

A = ViV T + VyVieP = T + N[ P (647)

mit \;, = V;Vis, i=u,ct

Im CP-konjugierten Prozess ist also gerade
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+ usw.

BO
Das Matrixelement zu BY — K*7~ ist gerade
A= V3Vl + ViVieP = AT + AP (6484)

(Achtung A# A*) mit den selben T, P wie in (647), denn die QCD ist C'P - erhaltend.
Ursache des Minuszeichens: Die Konvention:

CP|B%) = —| BY) (648D)

Wegen I'(B — K~ 7t) o | A2, T(B® — K*t77) o | A|? ist also A%", in (646):
cP

AP
vy B g e 1850|1235
o T AR+ |A|2 Aol T2 e
0 ’1+ ) +’1+ xP
In
P )
f::TeXp(M), r~0,1140,05
und
A |24 exp(—i)
— —lexp(—1

aus (645) wenn man arg(—V;,) vernachléssigt, bezeichnet man { j } als { starke } bzw.

schwache
{ C P-erhaltende

O P-verletzende } Phase. (649) wird wegen

2

P A A
‘1+)\%T 1+2/\—ircos(5+v)+ /\—i r?
MNP Ao Wk
‘1+)\tT = 142 rcos(d —7) + || r?
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zu
i . ;\—z 7 [cos(d 4 7y) — cos(d — )]
ACp(B? — K7n™) = 2
1+ |3 7 [cos(d 4 ) 4 cos(d — )] + |gL| 72
2r :\\_i sin ¢ sin 7y
P
14 2r ;\—z cosd cosy + /’\\—i r2
wegen cos(d £ ) = cosd cosy F sind siny. Mit (645) finden wir
At VioVis At
—| = || ~45 —|r~5,0
)\u Vubvus ’ U : ,
= A%};(@ — K 7t)~0,32-siné
Experimentell : A%%(BY — K nt) = —0,095+ 0,013
= 0~ —17,2°

170

(650)

(651)

Man findet nur eine kleine starke Phase . Die Form (648a) fiir eine direkte C'P-Asymmetrie ist
allgemein, lediglich |\;/\,|,~,r,d sind durch andere Werte zu ersetzen. Eine nicht verschwin-
dende, direkte C'P-Asymmetrie erfordert zwei interferierende Amplituiden mit unterschiedli-
chen starken und schwachen Phasen, d.h. § # 0 und v # 0. Direkte C' P-Asymmetrien sind in

der Regel nutzlos, um schwache Phasen zu bestimmen.
Am Besten zur Bestimmung von C'P-Phasen geeignet:
Mischungsinduzierte C'P-Asymmetrie.

Meson-Antimeson-Mischung Beispiel: BISV: BO Mischung B ~ bd, BO ~ bd

b—<—————>——————<—d
B° ‘tvévz | BO
7C7u
d——%---=<---+—>— )

AB = 2 - Amplitude, Mgo ~ 5,2 GeV, Mo VX, my
Die Schleife wird durch das Top-Quark dominiert
=langsame Oszillationen zwischen B° und B9.
Schrodinger-Bild: Zeitentwicklung ohne Oszillationen
Zerfall:

| B(#)) = exp (-th _ %Ft) | B(0))

(652)

(M: Masse = Energie im Ruhesystem) denn Wahrscheinlichkeit fiir ein unzerfallenes B nach

Zeit t:
2

P ooc (B()]B(t)) = (B(0)] B(0))

1
exp (—th — éFt)

-~

exp(—TI't)

(652) = i%\B(t)):(M—%F>\B(t))

N

(653)
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= Schrodinger-Gleichung mit nicht-hermiteschem ,,Hamilton-Operator“ M — %F.
Mit B° — B9 Mischung verallgemeinert sich (653) zu

(| B(1)) g | B(1))

Rl —(m-tr)('2 4

@ (1m0 )\ [ o
mit der Massenmatrix M = M und der Zerfallsmatrix I' = I'T. | B%(¢)) bezeichnet ein

B-Meson-Ket, der bei ¢t = 0 ein |B®) war (,flavour tagging®). Fiir ¢t > 0 ist | B(t)) eine
Superposition aus | BY) und | B%(t)), die aus (654) berechnet werden kann.

CPT-invarianz =  Mj; = My (= 5,2GeV)

1

[y =T9 (: 1 5ps 20,5me\/)

Entartung der Eigenwerte aufgehoben durch M, — %Flg # 0. Eigenkets (= Masseneigen-
zustéinde)

,Blight“ | B;) = p|B® +¢|BO (655a)
»Bheavy“ | By) = p|B°’) —q|B) (655D)
mit [p|* +[g|* = 1
Eigenwerte von M — iI:
M, — %FL, My — %FH (656)
| BL,H(t)> = exp(—(iML,H + FL7H/2)t)| BL,H(O)> (657)
M+ M I',+T
M = % = My, I = % =Ty (658a)
Am = MH—ML>O, Al = I'y —T'y (658b)

Losung des Eigenwertproblems (Einsetzen von (655),(657) in (654)) liefert:

Am-+ % AT P Am—l—%AF
T 2Mpp—il12? q 2Mj,—il%,
2

+ IAmATL = 4‘M12 - |F12‘2 - 2iMf2F12 — 22.M12F>{2

SRS

= (Am)? — 1 (AT)

¢ _ Am + %AF (650)
p 2M9 — 'y
1
(Am)* = Z(AD)* = 4[Mpl* — [Daf? (659D)

AmAT = —4Re Ml (659c¢)



Das Standardmodell ( Revision : 409 )

Drei Observable in der B® — B9 Mischung Am, AT und

M12)
=arg | ———
o g ( T,

Im BY-System: |['j5| < |[Mis], AT < Am

(659) = Am = 2|M12| [1 + O(‘Flg/M12|2)]
Al' = 2|I'jp|cos¢ [1 +O(‘F12/M12|2)]

‘ a
]% = —eXp(—Z¢M) [1 - 5] +O(’F12/M12‘)
M M
_ 22 (660) | M2 (cos ¢ +isin @) = i|['j5| cosp = — | M| (a+73—
Flg F12
q () _M (661)(662) _2\M12’ +i|T'12] cos ¢
p 2M12 — irlg 2M12 - irl?
. a 1 F12 2
- _ — 1—=——=-—""=1114+0(|I'12a/M
exp( zgf)M){ 5 2M12][ + O(|T12/Mi2|*)]
wobei
My = |My|exp(idn)
ISP INTH
a = Im——=|—"|sin
M, M, ¢

|1+ O(|T1p/Mi|?)]

172

(660)

(661)
(662)

(663)

(¢as ist konventionsabhiingig und unphysikalisch. a ~ —5-107* ist fast iiberall vernachlissigbar.)

Betrachte: B%(t) — f (Literatur: [3, S. 1-67])

Ist dN(B°(t) — f) die Zahl der Zerfille im Intervall [¢, ¢ +dt], so definiert man die zeitabhiingige

Zerfallsrate
AN — )

Np dt
Np = Gesamtzahl der bei t = 0 produzierten B°

D(B(t) — [it) =

DB — fit) = Nyl(f] B°O)P
PE() — f:t) = Nol(FI B

mit einer Normierungskonstanten Ny aus der Phasenraumintegration etc.
Mit den Zerfallsamplituden Ay = ( f| B°), Ay = ( f| B") kann man

definieren (A ist physikalisch).

(664)

(665a)
(665b)

(666)
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Vernachlassigen wir AI' und a, so ist

L4 A2 1= |As]?

D(B°(t) — f;t) = N¢|Af|? exp(—Tt) { cos(Amt) — Im Ay sin(Amt

2 2 )
(667)
— L+ A2 1= |2
D(BO(t) — f;t) = N¢|As|? exp(—Tt) { +£ i é /| cos(Amt) + Im A s sin(Amt)
(668)
Ein flavour-spezifischer Endzustand f = f;, ist durch A # 0, A; = 0 charakterisiert.
Beispiel: frs = X0, (X: irgendwas) Dann ist A\ = 0 und (667),(668) wird zu:
1 Amt
(B — frat) = Nf’AfFeXp(_Ft)w
— 1— Amt
IB — frit) = Nf]AfIQeXp(—Ft)M
Die Mischungsasymmetrie ist dann
Ag(t) = cos(Amt) (669)
= Entdeckung der B° — BO Mischung beim ARGUS-Experiment am DESY
_ w+ _
b — . — — - > — — — d
‘t, C, U ! - m?
t,c,u
d——*---<---+——>—
W

Am = 0,50ps ! =0,35meV

A 0,35-10712 GeV
am _ o ey _ 7107 messbar, da

M 5,2GeV
A
2 Amer= 0,75
r
also fast genau eine Oszillation pro Lebensdauer. Ist f ein C'P-Eigenzustand,
CP|f)=mnsl[)

mit =1 fiir einen C'P-geraden Endzustand, so kann man zeitabhingige
Ny = — C'P-ungeraden

CP-Asymmetrie studieren:
[(BY — f;t) = T(B" — f;t) (eo7)(668

) dir mix _:
— —AZ cos(Amt) — ARY sin(Amt
T = 10 1T B = 1) cpcos(Amt) — AZp sin(Amt)

(670)

Acp(BY — fit) =
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mit der direkten C' P-Asymmetrie:

v L— A eo0) |Ap* — [AfP?
Adzr BO — — S 671

und der mischungsinduzierten C'P-Asymmetrie

p— —2Im A
o - f) = ——L 672
CcP ( f ) 1+ | )‘f|2 ( )
Besonders praktisch sind Zerfille, zu denen nur eine Amplitudeli.h. nur eine schwache Phase)
beitragt, z.B. weil |P| < |T'|. Dann ist (siche (649)) |Af| = |Af| und arg(Af/Ay) ist einfach
durch CKM-Elemente gegeben.

Beispiel: Bs — DD

Fiir |Af| = |A;| (wie hier)

A .

= g exp(2iey) (673)
!

mit C'P-Phase ¢ (,,—*“ wegen CP | BY%) = —\ﬁ% CP|f)= 77f‘?>)

Im Beispiel ist

f = DID;:CP|f)=|f)=n;=+1und
A VoV
N fng —_ cs = g ‘/C V* 674
o (V) (671)

Mit ¢pr = arg((VipVi5)?) ist (wegen exp(iarg 2%) = 22/|z|? = z/2*):
ViV

q (663) : .
) exp(—igar) AR ir a (675)
A ViiVis Ve Vi ,
und Af (6%6) 9 2y (67416T) Ve Vts VebVes _ —exp(—2if;) (676)

Vis Vi3
wobei B, = arg (_Vt fo:) = arg(—V;s) =~ 0,02
cs Vb
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mit der Standard-Phasenkonvention
= Im A\; = sin(20;) und (672) wird zu

mir(BY — DID;) = —2sin(24,) (677)
= LHCb-Experiment

Der Klassiker mischungs-induzierter C'P-Asymmetrie ist: A% (B — J/i K,). J/v ist ein
cc-Bindungszustand

|K%) — | K°)
Ky)=2 ———F = K 678
| K) 7 | K1) (678)
K-short _ _K-Light*
wobei CP| K% = —|K")

K, — 7 ist dominant, K; = Ky zerféllt fast immer in 3 Pionen. (K° ~ 5d, KO ~ sd)
Was gemessen wird, ist K9 KO — 77~

Ay = (wto | KO /| BY)

A g

“
VsV, ~VEV

J/Y
A_f V* Vud V* ‘/ch
=0T MY v 679
A, VLG (679)
Was ist 747
(w7 )i, hat J7C =07 = OP =41
Drehimpuls:Bo,ﬁ hat Spin 0 = J = 0 im Endzustand
Syw=1=L=1 (,p-Welle®) = CP=-1

4

np=HHEHD)(=1) = ~1

qAf VigVia ViiiVua ViiVey .
666), (679) = A\ = —— = — ~ —exp(—2t 680

In Standard-Phasenkonvention:
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Vavil © Via = |Via| exp(—if3)
VipVia Vb = |Vip| exp(—iv)
VarVua + VigVia + Ve Vg = 0
Y 3 -
Vi Vea
Mit (672) ist also:
ALF(BY — I/ K,) = —sin(20) (681)
experimentell: ABE(BY — J/¢ K,) = —0,68+0,03= 3~ 21°

CP-Verletzung im Kaon-System

Kaon-Mischung B W+
d —<—¢ - - -> - - -9 —a— 3
ﬁ 7,6,5 il KO
u, c,t
S —>r—o---—w---o—>— (]
W

,K-short“ | K,) = |Kp) =p|K°) + q| K (682a)
77K_10ng“ ‘ Kl> = | KH> =P } KO> - Q‘ ﬁ) (682b)

o K, zerfillt dominant in 77~ und 7%7°

o K zerfillt dominant in 77~ 7 und 7%7%7°
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Wegen |ViVig| < |VesVia| = |ViisVia| ist die K° — K9 Amplitude durch u und ¢ dominiert

= keine grofle C'P-Phase in
VsV Ves Vg

~ =~ 11
I VeV VaVia 0
——

C'P ist fast immer erhalten bei K, K; - Zerfillen in Pionen
= K, und K] sind fast immer C'P-Eigenzustinde.
Héufig verwendete Konvention:

K = \f(°>——\??6>%_5J1¥°>4-\??6>
’ V201 + ER V201 + £7)
K = \z(0>4-|z(0>%_g¢1(0>-\ o)
l 21+ EP) VRt EP)
also
_ 144q/p
(682), (683) = & = -— pye

(683a)

(683b)

Wire C'P eine exakte Symmetrie, so wire K; — 777~ verboten, denn mit & = 0 ist K; C'P-
ungerade, aber 77 ist C'P-gerade. Nachteil: ¢/p ist phasenkonventionsabhingig und muss auf

die Phasenkonvention C'P | K°) = | K0) abgestimmt werden.
Aus der semileptonischen C'P-Asymmetrie

T(K, — tyr) = D(K — o) @s2) 1—|g/p]>  2Reé

5(1) = 8-

F(Kl —>€+V57T7) + F(Kl —>giﬂgﬂ'+)

[ S (. S
-~

~
Ko zerféllt , es geht p ein 50 jerfillt | es geht g ein

(exp)

(3,27+0,12)-107*
findet man mit (659) und den Messwerten
Amg =0,53-10"0s7?

dass die C'P-Phase aus (660),
¢=(6,6+0,2)-107°

klein ist. (siehe [3, Kapitel 1.6 ])

3 Arten von CP-Verletzung in Meson-Zerfillen

1. C'P-Verletzung in der Mischung = indirekte C P-Verletzung
His
p

d(1) in (684) misst ¢'P in der Mischung
2

(663):>1—‘

T I

2

1+ lg/p*  1+EP

AT =1,12-10%s7!

:1—<1—E>2:a+0(a2)zlm

(684)

(685)

(686)

I
— 687
Vs (687)
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(686) impliziert, dass

{M - %r, CP} £0
ist, die Eigenzustinde | BL),|By) bzw. | K),| K;) also keine C'P-Eigenzustédnde sind
(vgl. (683)):

CP = (_ exﬁ(_i 6 - exé) (i@) ¢ beliebig (688)
o cpP <i %Zi) = (__ei}szg%f_;%) (Standardkonvention: & = 0) (689)
[M - %r, CP] = 2 (g‘ _0 A) (690)

mit A = exp(if) (M12 - iflg) — exp(—if) <M12 - §F12>
= 2iIm (exp(i§)Miz) + Im (exp(i&)T'12)
ImA = 0& ¢+ arg(M2) =0modr
ReA = 0& ¢+ arg(l'z) = 0modn

(690) = 0 ist also nur erfiillbar fiir

' ' 'C]'
— R, alsoa=Im——=0hzw. |—-| =1
M, M, p

. Direkte C'P-Verletzung
Esist | f)=CP|f). Ist nun

41 (691)

Aj
Ay

= A% £ 0 in (649)

. Mischungsinduzierte C'P-Verletzung (= ¢'P in der Interferenz von Mischung und Zerfall)
Fir f = fop mit CP| fop) = ner| fop)

Im\; = Im 220e2 £ ¢ (692)

= AT £ 0 in (672)

q/p
Om g
B B

cp
Ajep interferiert mit £Ay

(Funktioniert auch mit nicht C'P-Eigenzustédnden).
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6.4 ('P-Verletzung und Baryogenese

Baryogenese = Erzeugung des Uberschusses von Materie iiber Antimaterie im Universum
Annahme: Beim Urknall war die Baryonzahl des Universums = 0

ny = Teilchendichte der Baryonen

ng = Teilchendichte der Anti-Baryonen

n, = Teilchendichte der Photonen

np = np — N Baryonenzahldichte

Beobachtung: ny < ny

6.4.1 Baryonen-Asymmetrie des Universums (BAU)

p="E g (693
Ty Ty

Im Jahr 1967 formulierte Andrei Sacharow vier Bedingungen fiir die Generierung von 1 # 0
aus einer Anfangsbedingung mit 7 =0 :

1. Baryonenzahlverletzung
2. C-Verletzung
3. C'P-Verletzung

4. Thermisches Nichtgleichgewicht (,,Zeitpfeil )

Erlduterungen:

Sacharow-Bedingung 1): Die elementaren, pertubativen Wechselwirkungen des Standard-
modells erhalten die Baryonzahl B:

U(1) : g — exp(iBy)q (694)
1
BZ_: q:U,d,S,C,b,t
3
B =1/3,q
B=0
B=1/3,¢

Ebenso die Leptonenzahl L

U(1), : € — exp(iLp)l
C=e,p,T,v., Vy, Vr

Storungstheorie untersucht Feldfluktuationen um das Minimum der klassischen Wirkung S, d.h.
um Wi ~ 0.t Hooft fand 1976, dass Feldkonfigurationen mit Wj ~ g%, sog. Sphaleronen

12
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Ubergiinge zwischen Zustéinden mit unterschiedlichen Quantenzahlen B, L erzeugen kénnen.
Sie verletzen B + L, erhalten aber B — L
Wirkungsquerschnitt (mit oy = £, gy = SU(2)-Eichkopplung):

A —164
a$+¢ x exp (_Oé_g) ~ 10
—_——

Taylorreihe um a2=0 ist =0
= nichtpertubativ

Bisher: Quantenfeldtheorie bei Temperatur 7" = 0.
Fiir Kosmologie braucht man QFT fiir 7' > 0 (siehe [4])
Die Energiebarriere fiir Sphaleron-Ubergénge ist

Expn(T) = Z;—:va (ﬁ) (695)

mit der Higgs-Selbstkopplung A und
vr = (0]¢o|0)r = Higgs-VEV bei Tempertatur 7'

- 92

Bei hohen Temperaturen ist die elektroschwache Symmetrie ungebrochen, vy = 0

A
1,6 < f (—) < 2,7, denn A\ noch unbekannt

2
my,

A

= 696
41}%:0 ( )

(siehe (555))

Der elektroschwache Phaseniibergang von vy = 0 zu vy # 0 ist im Standardmodell bei

In der gebrochenen Phase (T' < Tgy) ist die Ubergangsrate pro Volumen V:

reeh 3
]f/* I _ (ZVYK) M exp (—LSP;(T)) (697)
h Bolzma;l;-Faktor
Fiir T > Ty ist
ek
% ~ 21ajT* (698)

Sacharow-Bedingung 2) und 3): Die Noether-Ladungen zu U(1) 5 in (694) ist
B=3% [ ¢ d@at (699

Transformation unter P,C
PBP™' = +B (700a)
CBC™t' = -B (700Db)
= (CP)B(CP)™' = —-B (700c)
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Wiire C' oder P erhalten, dann wére der Erwartungswert (B) = —(B) = (B) = 0 auch

(CPT)B(CPT) ' =-B (701)

Sacharow-Bedingung 4): Im thermischen Gleichgewicht wird ein physikalisches System
(hier: Universum) durch einen Dichteoperator p = exp(—H/T') beschrieben.
Erwartungswert:

(B(t))r = tr(pB(t)) =tr(exp(—H/T)B(t)) = tr(exp(—H/T) exp(iHt)B(0) exp(—iHt))
= tr(gxp(—th) exp(—H/T)exp(iHt)B(0)) = tr(pB(0)) = (B(0))r (702)

~
vertauscht

Andererseits:
(B)y = tr(pB) = tr(exp(—H/T)B) = tr((CPT) ' (CPT) exp(—H/T)B)
= tr(exp(—H/T)(CPT)B(CPT) ™) "2 _tr(exp(—H/T)B) = —(B)r

= (B)r = 0 im thermischen Gleichgewicht
Mogliche Nichtgleichgewichtsprozesse:

1. Elektroschwache Phaseniibergang,
sofern es Phaseniibergéinge 1.0rdnung und hinreichend stark ist.
(Ordnungsparameter hier vr)

1. Ordnung 2. Ordnung
vr vt
E unstetig stetig
Tclrit % Tclrit 5_1

= Elektoschwache Baryogenese

2. Langsame Reaktionsrate I"4 fiir Teilchenzerfall A — X:
Die Hubble-Konstante H bestimmt die Expansionsrate des Universums:

I's 2 H = thermisches Gleichgewicht zwischen A — X und X — A
I'a < H = Ungleichgewicht, Teilchen A fallen aus dem thermischen
Gleichgewicht mit den anderen Teilchen X

Im Standardmodell kénnte nur Mechanismus 1 funktionieren. Fiir moderat schwere Higgs ist
das Higgs-Potential (¢ = Re ®° = vy + h/v/2)

a b
Vers(,T) = 5 (T? =T7) ¢* — =Tp* + ¢ (703)

. 3 1 m? gs mp,
mit a = — —+— A b=9-"7 T, = 704
e 1692+<2+m,2l) ’ T ! (704
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kritische Temperatur:
T
T, =——— >T

b2
-3
Fir T' < T, entwickelt (703) ein Minimum mit vy # 0.

Fiir kleine A, also kleine my,:

T>T,
Verr e

T <Tc

1.0rdnung

N/ZRN
S penS @

Fiir grofle my,:
T > T,
Vers 1 T,
T <Tc

keine Barriere, 2. Ordnung

2

Der Phaseniibergang 1. Ordnung muss so beschaffen sein, dass die Sphaleronrate in (697) bei
T, weitgehend abgeschaltet ist, also

U,
c > 705
T2 (705)

Aus der Minimierung von (703) findet man

vy, 2b (63(6) VA,
T. 3\ m3

(706)

Ist (705) erfiillt, so nennt man den Phaseniibergang stark

my, < 40GeV 1. Ordnung, stark
40 GeV < my, < 73GeV 1. Ordnung, schwach
my, > 73 GeV 2. Ordnung

Die Grenze M;, > 114 GeV des LEP-Experiments (fiir die Formel (703) nicht mehr gilt) ist also
inkompatibel mit Baryogenese im Standardmodell
= Neue Physik (siche [4])

6.5 Schleifen / Loops

Ein Prozess, der auf Baumgraphniveau verboten ist, heifit schleifeninduziert.
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Beispiele:

1. Photon-Photon-Streuung in der QED

v > g

\ Y + ... Euler,Heisenberg

v “ g

2. Higgs-Zerfall in 2 Gluonen im Standardmodell
g g

[ gibt es nicht (sonst gébe es auch « _ h < Gluonmasse)

Fiihrende Ordnung;:

B p

h____—_»__ —+ h______'__
Es ist also Dy(p1, p2) = Di(p2, p1)

3. B— B Mischung B W= -

p—p e d
776711 v
t,c,u
d—r—b---e-—— ]
W-I—

Korrekturen hoherer Ordnung in der Kopplungskonstanten heilen Schleifenkorrekturen und
werden immer durch Schleifendiagramme beschrieben.

6.5.1 Beispiel: QED-Korrekturen zur p - Paarproduktion in ete~ - Kollisionen

e 1t

Baumgraph

et 1

(Baumgraph = Bornsche Naherung)
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Einschleifen-Korrekturen:

Vertexkorrekturen:
Vertexdiagramme

e wooer 1
M M
et ,U+ et +
externe Selbstenergie

W e M M
et pwt
(externe Selbstenergle (4 Diagramme) = Wellenfunkt1onsrenorm1erung, Fermion-Selbstenergie)

Weitere Korrekturen:

e w
innere Selbstenergie
67 /’L7 T
+ ut

(innere Selbstenergie = Photon-Propagator-Diagramm, Photon-Selbstenergie)

Vierpunktfunktionen, Box-Diagramme
e AN T e ——

et —+—— O NNN\S—— T gt ——4 ——
Im Kapitel 5.1 hatten wir gezeigt:
Zu jeder Schleife gehort ein Schleifenimpuls, {iber den Integriert wird.

h — gg:




Das Standardmodell ( Revision : 409 ) 185

-, m m
P=pi+p, y= Tt ZQQM—VtV
Fiir die Schleife ist nur das Top-Quark relevant.
D _/ d*q tr[—i(my + @)iTgsy™(—i)(my + ¢+ 1)
' 2m)* (mi — ¢ —i6)(mi — (¢ + p2)® — 10)

igy T (=0)(me + 4+ PViv] pe | o0
" (mI (¢ +P)?—1id) e (p2)egy " (p1) (707)

Farbfaktor tr 7%7° = %5‘“’
Nur Terme mit gerader Anzahl von Dirac-Matrizen tragen bei:

1 a * A1)*
D, = —55 b€¢(;\72) (p2)€g7é) (p1)yeg2

dq 1
/ (2m)* (m7 — ¢* — i0)(mi — (¢ + p2)? — 10)(mi — (¢ + P)? — i0)
Amitr [+ )7 7]+ metr [+ P)]
+my tr [y (¢ + #o)7 (¢ + P)] + mi tr [v*97] } (708)

Wir schreiben ¢ = ¢*v,, ¢+ 9, = (¢" + pb)7, usw. (708) wird dann zu:

1 *
Dy = 52 ey (p)ugime

dq 1
' / (2m)* (mi — ¢ —i6)(mi — (q + p2)? — i0)(m? — (¢ + P)? — id)
At [y ] (@ + p8) + tr [y ] ¢ (¢ + PY)
+tr [v 7% ] (@ + Ph) (¢ + PY) +mj tr [v*9°] } (709)

In (709) treten 3 verschiedene Schleifenintegrale auf:

e das skalare Integral

_ [da !
P = | T s s P (O

e das Vektorintegral

d*q 7"
p = | =2
I*(ps, P) : /mg (@ —m2+1i6)((q+ p2)? — m2 +16)((q + P)2 — m2 + id) (711)

e und das Tensorintegral (2. Stufe)

19 (py, P) = / d"q q"q
P2, &) itP/2 (2 — m? +40)((q + p2)? — m? +i0)((¢ + P)?2 — m? + id)

v

(712)

1" (pq, P) ist ultraviolett-divergent.



Das Standardmodell ( Revision : 409 ) 186

Die UV-Divergenz ist in (712) regularisiert mit der Methode der dimensionalen Regulari-
sierung:
Man betrachtet zunéchst D € N und (hier) D > 2 : py und P in (712) spannen einen maximal

2-dimensionalen Unterraum des R” auf.
Unter Ausnutzung der Lorentz-Kovarianz ist fiir p3 > 0, P? > 0 0.B.d.A.:

pe I
0 1
P o 2
P 0 ) p2 O
0 0

= dPq=d¢"dq" ¢°3dq.d (713)

Polarkoordinaten
im Orthogonalraum

zu p und P

Mit (713) kann in (712) iiber dg,dS) integriert werden.
Fiir ganzzahliges D’ ist (D' = D — 2 im Beispiel):

Dl

[dQp = Qp = 2”;‘,) (714)

(&

[ dQp : Raumwinkelelement in D" Dimensionen

mit der bekannten Eulersche Gammafunktion I'(x).

2
Fir D' = 1:0, = ﬁ—Z

r()
It 2m
D = 2:Q :—:27T:/ dp
T 0
9 3 2 2 1 27
D o= 3:Q0y=— =" :47r:/ dcosﬁ/ dep
rEG) sl -1 0
272
D = 4:Q4= = 27°
O
Dimensionale Regularisierung: D" € C beliebig, (714) ist Definition
Erinnerung:
I(z) = / 1L exp(—t)dt (715)
0
1
M(z+1)=2-I'(z), 'n+1)=n!, T <§) = r, D(z+n)=()"I(z) (716)

mit dem Pochhammer-Symbol (2)™ = z(z +1)---(z +n —1)

2.B. aus (1+2)* = i (2‘) o (Z) ala—1)-(a=n+1) (=1)"(—a)™

n=0

n! n!
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Die Gammafunktion hat einfache Pole fiir z = 0,—1,... wie man am Erginzungssatz der
Gammafunktion -
I'z)I'1—-=2) = 717
(B0 -2) = 5 (717)
erkennen kann.
N2 2
F(1+z):1—72+<?+12)z + O(2*) (718)
mit der Euler-Mascheroni-Konstanten
"1
v = lim [Z o —In k] ~ 0,5772156649 (719)
k=1

(es ist unbekannt, ob v rational, irrational, algebraisch oder transzendent ist). Setzt man (713)
in Tensorintegrale wie (712) ein, so trifft man weiter auf

[ o = 1 [ o
11 = [ s@da "= 5 [ 2% oo (720)
0 0
Ist (wie in unserem Fall) f eine rationale Funktion, so kann I berechnet werden.
oy . Dy D o
z2 = [(—x £ i) exp(Fim)]| 2 = (—x£id)2 " exp(Fin(D'/2 1))
1 r 1 r
I[f] = 5/35172 5/ —x +i6) T Vexp (Fim(D'/2 — 1)) f(z)dx
0 0

Betrachte das Konturintegral:

\

/;:C
N

Konvergiert (720), so verschwindet der Beitrag des Kreises und

[e's) 0

[ = !Gw—wwfwmw+10w+ﬁﬂf@Wx
= 2(exp(—im(D'/2 —1)) —exp (im(D'/2 —1))) I[f]
= —disin (x(D'/2 — 1)) I[f]
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Fiir D'/2 ¢ Z impliziert dies
1

1= 4sin(7r(D//2—1))/cx2 J(x)de

[ J/

Residuensatz

= —5= e ETQ = Z Res <f($k)(—xk)%/*1>

TR EPOl(f)

I[f] = /xg/l (z+m?) " dz =y
0

_ L Da D D\ 1, 5% 2 2
= 5 (m)” B(Q’a 2)_2(7")2 T (a)

~
Eulersche Beta-Funktion

((722) definiert I[f] fiir —a, —2°, 2 — a ¢ Ny). Speziell fiir a = n € N:

PRE
gD (3)(n—5)

1 D n
[[f]:ﬁ(mZ)Q 2(77,—1)! -
Mit (714)
2,fn Q/F -
ol = ()% )
Definiere:

D =4-2¢

Die UV-Divergenzen erscheinen dann als Pole in e:
Ist a — D'/2 in (722) negativ ganzzahlig oder Null fiir ¢ = 0, also

D'
a — 7 = —p+t€+0(€2)
mit p € Ny, so ist wegen (716):

(1 +te+ 0O(e?))
(—p +te + O(e2))P+Y)

r (@ - %) —T(—p+te+0(2) =

Nenner enthélt Faktor te + O(¢?) = einfacher Pol.
Ein n-Schleifen-Integral hat UV-Pole bis zur Ordnung n.
Entwicklungen von I'(n — D’/2) in (724) (mit (716),(718)):

slog-Divergenz*“: n — — =¢:

188

(721)

(722)

(723)

(724)

(725)

(726)
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/

»lineare-Divergenz‘“: n — - = —1+e:
[(e) (r26) 1 1
(-1 = = —(1 - — O)=—-1 @)
(—1+e¢) “i+ie A+e){Z-7)+0)=-2-1+7+0()
!/
squadratische-Divergenz‘“: n — - = —2+4¢:
I'(—1+¢) 1
(-2 = — _ 7 _T(=1 _Z 1 O
(—2+¢) o : ( —|—5)< 2)( + €+ )
2y 1 /1 1 1 ol
= —|-4+1- 1+ = = —+-—=
2(5+ 7><+25)+O() 2+4 5 +0()

6.5.2 Algorithmische Berechnung der Ein-Schleifen-Integrale

Definitionen:

Einpunktfunktionen

mo
----- )
dPq 1
Ag(mg) = / P (skalares Integral)

dD oV
armg) = [ S = sy (mo)
0

189

(727)

(728)

(729)

(730)

usw. Einpunkt-Integrale mit ungerader Anzahl von Schleifenimpulsen im Z#hler verschwinden.

Zweipunktfunktionen

mo
P @ P
my
By ) = Bulimom) = [ 1
D; Mo, M = pimy,my) 1=
oM T o T i3 (2 —md) ((q+ p)> —m?)
B“(p'mo ml) = /dD ¢ Z‘p“B1(p2'mo m1)
’ 7 T 2 (q - mo) ((g+p)?— 2) ’ 7
dD q,u,qzz

BW(P; my, ml) = /
irs (@2 —mg) (¢ +p)? —m3)
=1 ¢" Byo(p”; mo, m1) + p"p” Bu1 (p*; mo, ma)
dPq q"q"q”
B"P(p;mg,my) = /
itz (> —mg) (¢ +p)? —mi)
= Q{WPP}BOM (p2; Mo, M) +p“pypp3111(p2§ Mo, M)
mit g¥p? = {gp}"? = g"p” + g"p” + g7

(731)

(732)

(733)

(734)
(735)
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Achtung: Oft wird eine andere Normierung verwendet!

Dreipunktfunktionen Fiir H — gg brauchen wir:

CO(P1,P2; mg, My, m2) CO(P%P; (p2 - P1)2; mg, My, m2)

- |4 : (736)

ir% (@2 —=mg) ((q+ p1)? —mi) ((q + p2)? — m3)

O“(plapmmo,ml,mﬂ = /dDg ¢
ir? (> —mg) ((q+p1)? —mi) ((q + p2)? — m3)
=: PrCL(pt, pa, (p2 — p1)?mo, ma, ma) + phOy(...) (737)
) , o dPq 7"q"
)= [ @ =)+ ) — ) ((q + p2)” — )
= G Coo(...) + P peCi(..) + pps Cha(.) + plpsCan(..738)
mit plph = {pipa}* = piph + piph (739)

Co : UV-endlich D — 4, Symmetrisch unter beliebiger Vertauschung von (my, p3), (ms, p?) und
(mg, (p2 — p1)?) - entspricht Drehung des Diagramms um 120° oder Spiegelung.

C*" : UV-endlich

C* : Symmetrisch beziiglich 1 « 2

Vierpunktfunktionen Vierpunktfunktionen werden mit Dy, D*, D*, usw. bezeichnet. Man
braucht nur Ay, By, Cy, Dy auszurechnen, alle anderen Schleifenintegrale kann man algebraisch
durch diese vier Funktionen ausdriicken (Passarino-Veltman-Methode, Brown, Feynman)
Beispiel:

Kontraktion von (737) mit p;, oder py,:

dPq p1q
itz (2 —m3) (g +p1)? —mi) ((q + p2)? — m3)

Piu :p%OI + p1p2Cy = 1, CF = /

Mit

(=[¢* — mg] + [(g + p1)* — m3] + m] —mg — p})

1
qu:§
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wird daraus:

1 1 1
]ﬁcl +pip2Cy = 5/

dPq B
ir? {(QQ —m3) ((q+p2)2—m3) (¢ +p1)?—m?) ((qg+ p2)? —m3)
m2 —mg — p?
@) (@ + )2 —md) (g + pa)? — md)
1

1

= 530(]93?7”’7/077”2) - 530((292 — p1)%;ma, my)
+%(m% —mg — p})Co(pT, p3s (P2 — p1)%; Mo, M1, ma) = X12 (740)
Im zweiten Term wurde ¢’ = ¢ + p; substituiert. Kontraktion mit p,,, liefert:
p1p2Ch +P%C2 = %BO(P% mo, My) — %Bo((m - ]91)2; my,ms)
+ % (m3 — mg — p3) Co(pl, p3, (p2 — p1)*smo, ma, ms) = X1 (741)

(740) und (741) kombinieren sich zu
2
P D1p2 Ch X1
= , also
(p1p2 3 ) (C2) (X21)

i 1 P% —p1]92) <X12)
= 55— 742
(02) pips — (p1p2)? (—p1p2 pi Xo (742)

D.h. C* ist rekursiv auf By und Cj zuriickgefiihrt. Wenn die Gram-Determinante
2
2 2 2 P Pip2
- = det
P~ (pip2) (p1p2 P% )

verschwindet, bricht der Algorithmus zusammen. In diesem Fall kann man jedoch (einfache-
re) Rekursionsformeln finden, indem man Tensorintegrale mit einem Index mehr (hier C*)
betrachtet und mit py,, ps, kontrahiert.

(Literatur: [5, Kapitel 2.3.2.3])

Berechnung der Grundintegrale (’t Hooft, Veltmann):

A{”-Funktion: Verallgemeinerung von (729):

D
(r) - d q 1
Ay (1mo) = / imP/2 (2 — m +1id)"’ rzl (743)

Betrachtet die komplexe ¢°-Ebene:

Im ¢°
A

V\O
> .> » Re qO
g
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Pole bei (¢°)? = ¢® + m§ —i0 = ¢° = £/ + m3 F id. Das Integral iiber C' verschwindet
wegen des Residuensatzes. Integrale iiber die Viertelkreise verschwinden fiir R — oo, sofern
Al” UV-konvergent ist, also D — 2r < 0

= Wick-Rotation
/ dq® = / dqoq = ) q* (744)

d
d

aP-1q (744) Pag 1
A i 745
= (mo) / imD/2 / —mi+i0)" / P2 (=% — mi +id)" (745)

mit dem euklidischen Impuls

q
gp=|: | wdgh=q¢+¢+¢+a
4
q
(745) wird zu
() [ dPqg _ 1
AO (mO) - / 1D/2 ( 1 6) (QJQE‘ + m(g))r (746)

Im Faktor (—1+40)" ist das ¢ nur fir r ¢ Z relevant:
(=1 —i0)" = exp(rln(—1 —id)) = exp(—inr)
ﬁ'/_/

Polarkoordinaten in (746) ergeben

00
D-1
r ) q 1 (ra)(r22) ,
A(())(m(]) :eXp(_ZWT)/dm(‘q”?Lim?)?‘/dQDﬂDﬁ = ex p( Z’/TT)mOD 2
0
0

By-Funktion: Mit dem Feynman-Parameter x kann man Integrale umschreiben:
1

1 1 dx
L 748
Dy Dy / (1 —2)Dy + 2Ds)? (748)
0
Auf By angewandt ergibt sich:
(731) dPq 1
Bo(p*;mo,mi) = /
olp" ma, m1) in q —mg) (¢ +p)? —m3)

N /dD / (¢? + 2xgp + x(p? —1m1) mg(1 — x))?

Subst1tulere qd=q+axp

N / /f: x)+z6>

mit A(z) = —p’z(1 — z) + 2m; + mg(1 —x) — 4§




Das Standardmodell ( Revision : 409 ) 193

und (747) liefert mit r = 2

Sy
S}
s
3
| N
o\
U
H
w\b

1
- F(e)/dw (—pPa(l — 2) + am? + m2(1 —2) —i6)=  (749)
0
Entwicklung in e:

1
1
By(p*; mo, my) e (— — 'y) /da: (1 —eln(—p*x(1 — x) +zm] +mj(1 — x) — id))

0
1
—y = /dxln —p*z(1 — z) + miz + mi(l — z) — i) (750)
0

Nullstellenzerlegung des Integranden:

Alx) = —p*x(1—2)+miz+mi(l —x) —id = p*(z — 1) (x — 1)
1 1

/da: In(A(z)) = /dx [In(p® — i0) + In((z — 1) (z — x2))] (751)

0 0

Erkldrung zum ,,i0“: Sei a,b € R

0 fira-b>0

Imln(ab—ié) :{ —m fura-b<0

Dann gilt:

0
In(ab — id) ~ In(a — id) + In (b — Z—) fir 6 — 0

a

Imaginérteile:

‘ ImIn(ab — i9) ImIn(a —id) ImIn (b — %)
a.b>0 0 — 0 T 0
a>0,b<0 —T = 0 + (—m)

Fiir a,b ¢ R gilt allgemein

In |ab| +iarg(ab) = In(ab) =: Ina + Inb+n(a,b) =In|a| + In|b| +iarga + iargb + n(a,b)
(752)

mit n(a,b) = 27 (O(— Ima)O(— Im b)O(Im(adb)) — O(Ima)O(Im b)O(— Im(abd))) (753)
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: arga

argb

Wegen
ist Im 2 - Im 2y < 0, also ist mit (752):
In((z — x1)(x — x2)) =In((xy; — x) (29 — 2)) = In(x; — x) + In(29 — )
und (750) wird zu:
Bo(...) = é —y = [z 4+ 22 — 20— (x1 — 2) In(z; — 2) — (22 — ) In(zs — z) + 2 In(p? —ié)]é

Die Losung kann man kompakt durch die Losung der Gleichung

p?—mi—mi+id

0 = r? 1= (r— _
T+ Moy T+ (r—r)(r—r2)
e —p2+mg+mf—i5i\/(pQ—m%—m%—i—i(S)?—élm%m%_i
e 2m0m1 o 9.1
ausdriicken:
2 1 mi—mi my  momy 1
By(p ;mo,m1):——7+2—1n(m0m1)+721 — - — ——r|lnr (754)
€ p mo p T

Die Cp-Funktion erfordert die Integration iiber zwei Feynman-Parameter. Das Ergebnis enthélt
12 Dilogarithmen

z

1
n(1 — 2t) In(1— ¢
Lia (2 / g =2t / dtn(f) (755)
0

0
arg(l —z) # £m

Polylogarithmen:

Li,(z) = / g lin-1(t) (756)

Lig(z) = (757)

S Lig(s) = / dt% (1 —1) (758)
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Reihenentwicklung fiir |z| < 1:

Ligz) = > 2"

n=1
) (756) / Lig(t) > /Z 1 =2
=L = dt = dtt" " = —
0 =10 n=
. = 2"
= Lig(z) = 2_:1 — (759)
Fiir Cy siehe Literatur [6], [7]:
Zuriick zu h — gg:
Die Integrale (710)-(712) sind also
I(ps, P) = Colpy, P?, p¥;me, my, my) (760a)
I"(py, P) = C“(pg,PQ,pf;mt,mt,mt) (760D)
[lw(p%P) = Cuy(p;PQ?p%;mtamt;mt) (7600)

Zur UV-Divergenz: Nur Cy ist UV-divergent, nicht C, C'5 oder Cs,. Power-counting funktio-
niert auch fiir die Koeflizienten

[Coo] = O, [Cz]] = -2 fur Z,] 7é 0

D-dimensionale Dirac-Algebra
{7} = 2¢"1 (761)
mit ¢*, = D (762)
=" = %{w,v“} =g¢',=D

Kahane-Identitaten:

(

Yyt =" 20% A =t = (2 - D)y = (=2 + 2¢)y (763)

Konvention:
trl =4 (764)
Spuren: (Die Spur ist auch in D-Dimensionen zyklisch.)

Y 1 Y y (764)
tr(y"v") = Qtr({v“,v P =g"trl =

4qt (765)
tr(y*y ) = Ag*Pg" + Bg*g™ + Cg* g™
Kontraktion mit gng, gz, und ga,:

A=C=trl =4, B=—-trl1=-4
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Also
tr(v* 094 yY) = tr 1 (g% g™ — g™ g™ + g™ g™") = 4 (¢*7g" — g™ g™ + g™ g"")  (766)

Mit (764) sind Spuren in D Dimensionen gleich denen in 4 Dimensionen.
Fiigen wir Dirac-Algebra und Schleifen-Integrale zusammen, so wird (709) zu

Dy = —yg22m, (€0 - p) (el - P)(Co + 4C15 + 405 + 4C12) k Fk (767)

a

+(€()\1) 6()\2 )(280@0 — thQQ — Pp(CQ + 202 + 2012) + mt)}
Die Argumente der Schleifenintegrale sind gleich (siehe (760)):

2 2,2,
COO(p27 P 7p1a My, My, mt)

D5 erhélt man aus Dy via p; <> pao, A\ <= Ay

6.5.3 LSZ-Reduktionsformel

Die Lehmann-Symanzik-Zimmermann-Reduktionsformel verkniipft S-Matrix-Elemente
mit Greenfunktionen.

In Kapitel 5 wurden Feynman-Regeln fiir S-Matrix-Elemente hergeleitet z.B. fiir ein reelles
Klein-Gordon-Feld mit p*-Kopplung. In (217) hatten wir fiir die n-Punkt-Greenfunktion ge-
funden:

Gu(@1,...wn) = (O] Tlp(z1) - p(z,)][0)r
(01T [pr(w) -+ r ()] exp (=i 2, dhe i) [0)
_ (768)
(0] Texp <—i e d4CEH1(<,01(»T))> 10)

©(x;): Wechselwirkende Felder im Heisenbergbild

or(z;): Wechselwirkende Felder im Wechselwirkungsbild (mit Fourierdarstellung wie freie Fel-
der)

|0): Vakuum der freien Theorie

|0);: Vakuum der Wechselwirkenden Theorie

Mit H; = —L; konnen wir aus (768) die Feynman-Regeln analog zu denen der S-Matrix-
Elemente ableiten.

Gz, ... Z)\’“G (z1,...2Tp) (769)

Fiir £; = —4¢7(z) und n = 4 findet man mit

exp(i/d L) ~1-— z% d*z o} (z)
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zur Ordnung A :

GO(x1,. . x) = (0| Tlor(ar) - or(za)]|0)

X1 X2

= + Permutationen

€3

Xy

(3 verschiedene Wick-Kontraktionen)

AP = (i) [ a0l Tlerta) - el 0)

4!
_ (0 _ ﬁ 4 4
Gy (21, .. 24) T d"z( 0] Tyi(z)[0)
aus Nenn:err in (768)
X1 i) T P
— + + Permutationen(770)
)
I3 T4 T3 .Q‘ T4
T

Der Nenner-Term in (768) fithrt dazu, dass sich Diagramme mit Vakuum-Blasen herausheben:

Tl e——o T9 T i)

x% — x% + Permutationen =0
€3 T4 T3 e————o Ty

— ——
aus Zahler aus Nenner
Zusétzliche Feynman-Regel:
Ly dej .
— / (2m)D exp(ip;x;) (771)

pj
Damit unterscheiden sich die Feynmanregeln fiir S-Matrix-Elemente und Greenfunktionen in
jeweils niedrigster Ordnung nur durch einen zusétzlichen Propagator pro externer Linie.

Beispiel im Impulsraum fiir G4(py, . . ., pa):
Beitrag von
pl\ /pB

—1 —1 —1 —1

ist (2m)"6™ (p1 + p2 — ps — pa)—; (i)

m? —ptm? — p3m? — pgm? — pj
p2/ \p4

Uusw.
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D.h. z( )46 (py + py — ps — ps)M ist (—i)* mal dem Residuum des Pols von Gy bei
p? = = pi =m’ Damlt haben wir die LSZ-Formel in niedrigster Ordnung Stérungstheorie
gezeigt
iM(2m)ts™ <Z,-:1pﬂ') = (—=i)" p;igﬁ(p? — m?)Gn(p1, ..., D) (772)
j=1"3 -

falls Massen verschieden

(p; alle einlaufend). Auf Schleifenniveau treffen wir auf ein Problem:
PN
m

1 p2om?2 1 5—0

i
Propagator —————"— — — o0
pas p?>—m?+1id )

D.h. das Diagramm ist on-shell nicht definiert.

Selbstenergie: Diagramme, die beim Zerschneiden einer Linie in Teildiagramme zerfallen,
werden 1-Teilchen-reduzibel (1PR) genannt.
Beispiel aus der QED:

sind 1-Teilchen-irreduzibel (1PI), aber

M

/l\
Problempropagator

ist 1PR.
Zweipunktfunktion

Ga(p) =: (2m)*6™ (p1 + p2)Ga(p1 + p2)

O

b1 D2
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Dyson-Renormierung:

Golp) = ooy g T

7 1 . 7
= - 5 T 122 5 +...
pr—myg pT—Mmy  pT— My

0 n : 2 2 ;
B i Z( = ) o pP-mg i
p* —mi £ \p* — mj pP-mipP—mi+ 3 pP-mf+ X

(773)

mit der 1-Teilchen-irreduziblen Selbstenergie ¥ = Y(p? m3). mo heiit unrenormier-
te/nackte/bare Masse:

L = (9u0")(9"p) — milol® = V(|¢l)
Aus (773) folgt die physikalische Masse oder Polmasse m,:

m2 = mg — X(m2, mg) (774)

2
p

definiert m,, als Funktion von myg. (D.h. Ga(p) hat einen Pol bei p* = m?). (774) ldsst Freiheit
zur Massenrenormierung:

mg — mg + dm? ¥ — ¥+ 0m?
lasst m7 unveréndert.
Iterativ:
A0 = mg = m;O)Q (= Baumgraph) (775)

fiir p!-Theorie

oder 407 fiir ¢°-Theorie

m2 — ASW (m2, m?) = mfgm (776)
~—— ——

=3(m2,m3)+0(A2)

A e ®

usw.: m,, ist definiert als Stérungsreihe in X. Entwicklen um p* = m? :

S(p®,mg) = B(md,mg) + (p* —m2)X (m2, mg) + O((p® — m?)?)
————
mg—m2
also ¥ = o
ap2 p2Z=m2
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Einsetzen in (773):

~ p’—mg i VA
mit
1
Y (778)

Das heift, in der Nihe des Pols verhilt sich 2Gs(p) wie eine freie Green-Funktion.
Vergleiche (777) mit (224), der Kéllén-Lehmann-Darstellung!

Z heifit LSZ-Faktor oder Residuum des 1-Teilchen-Pols.

n-Punkt Green-Funktion mit n > 3:

N

én(p1>"'pn) =: G2 pl G2 Pn' pl;--- n (779)

mit der trunkierten Greenfunktion G

D.h. C?fl wird berechnet, indem man nur Feynman-Diagramme berechnet, die keine Selbstener-
gien in externen Beinen haben und dabei die Faktoren i(p? — m?)~! fiir die externen Beine
weglésst.

G'® bezeichnet die zusammenhingende/connected Greenfunktion, bei der nur zusam-
menhéngende Feynmangraphen (also echte Streu- und Zerfallsprozesse) berechnet werden:

)\éff(l) : ><><+ + + Permutationen

o By((p1 + p2)?, m*, m?)
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(772) verallgemeinert sich zur LSZ-Formel (jetzt in beliebiger Ordnung in A\) und lautet dann:

<_ﬁ17 ey _ﬁf| Slﬁf—i—l? s 7ﬁn> - Zn/Q : éZ(ph cee 7pn)

(Beweis siehe [5])

(780)

D.h. fiir einen 2-2-Streuprozess miissen wir AG¢ und zusiitzlich Z = (14 ')~" berechnen. Aber

héngt nicht von p ab, so dass hier ¥/ = a 9% — O()?) ist.

Fermionen: G5! sind 4 x 4-Matrizen mit Dirac-Indizes

5 — mag

G 1 — [ (&

die entsprechend mit den freien Dirac-Indizes in G 3,... kontrahiert werden, um

Gt .. = G2a1ﬁ Gh...p.. 7u definieren. Die freien Indizes von Gf, werden wie iiblich mit

Spinoren u,(p) usw. kontrahiert.
Letztes Element fiir Feynman-Regeln einer Eichtheorie:

6.5.4 Faddeew-Popow-Geistfelder

Problem: Schleifen mit Eichbosonen, z.B. Gluonen

Propagator schliefit alle Polarisationen ein, aber nur zwei sind physikalisch!
= Uberzihlige Freiheitsgrade miissen wieder abgezogen werden

FP-Geistfelder C*

mit (fiir SU(N)): )
Ly =CY=0"DP)C

(781)

(782)

mit antivertauschenden Skalarfeldern in adjungierter Darstellung der SU(N) = Diagramm (782)

bekommt Faktor (—1)
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Feynman-Regeln:

i ab
o Ll b ~ P(g
b,
§ ~ —g fop
PN
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Zweipunkt-, 57 Massenterme, 162
11 Matrixelement, 86
Héndigkeit Mikrokausalitit, 46

linkshéndig, 17

rechtshindig, 17
Hamilton-Dichte, 28 nichtabelsch, 129
Hyperladung, 149 nichtkommutativ, 129
Noether-Theorem, 26
Normalordnung, 36

Mischungsasymmetrie, 173

innere Impulse, 77
invariante Masse, 97
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irreduziblen, 143 planare, 140
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Jacobi-Identitat, 129 skalare, 113

skalarer, 115
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s - Kanal, 128
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Schleifenkorrekturen, 183
Mandelstam-Variablen, 127 Schnitt, 123
Masse Schursches Lemma, 131
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nackte, 199 schwachen Konvergenz, 63
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Pol-, 199 semileptonischen CP-Asymmetrie, 177
unrenormierte, 199 skalare Integral, 185
Massen-Term, 22 Sphaleronen, 179
Masseneigenzustiande, 163 Spin-Statistik-Theorem, 46
Massenmatrix, 145, 171 Spin-Summe, 52
Massenterm Spinoren, 51
Dirac-, 23 spontan gebrochen, 144

Majorana-, 23 spontan gebrochene, 143
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Storungstheorie, 64
starker Phaseniibergang, 182
StoBparameter, 103
Strahlungseichung, 114
Strahlungskorrekturen, 80
Streuamplitude, 43
Streumatrix, 63
Streuquerschnitt

totaler, 102
Stromoperatoren, 142
Strukturkonstanten, 129
Symmetrie

chirale, 144

lokale innere SU(N) -, 134

Symmetriebrechung
dynamischer , 146
Symmetrien

dufere Symmetrien, 22
innere Symmetrien, 22
symplektische Form, 133

Tachyonen, 19
Teilchen

masseloses, 19

massives, 19

virtuelle, 45
Tensorintegral, 185
Totale Zerfallsrate, 92
Transformation

lokale U(1)-, 110
Transformationen

globale, 26
trunkierten Greenfunktion, 200

U(3)xU(3)-Flavour-Symmetrie, 160
up-Massenmatrix, 163

Vakuum-Blasen, 197
Vakuumserwartungswert, 144
Vektorfeld, 24
Vektorintegral, 185

Ward-Identitét

QED-, 118, 122
Wechselwirkungsbild, 54
Wechselwirkungszusténden, 163
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Weinberg-Winkel, 153
Wellenpacket, 43
Wick’sches Theorem, 66

Yang-Mills-Theorien, 134
Yukawa-Wechselwirkung, 85

zeitabhingige CP-Asymmetrie, 173
Zeitentwicklungsoperator, 55
Zerfallsbreite

sichtbare, 94
Zerfallsrate, 86
zusammengesetzter Operator, 147



